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RESUMO 
Apresentam-se resultados de cargas de bifurcação 
primárias e secundárias e também os resultados de uma análise não 
linear da estabilidade elástica local de cascas cilíndricas en-
rijecidas longitudinalmente sob compressão axial. 
Os efeitos causados pela esbeltez e espaçamento 
dos enrijecedores, interação modal e imperfeições geométricas i 
niciais são investigados. 
Mostra-se que a utilização de enrijecedores es-
beltos, da maneira sugerida pela Teoria OrtotrÓpica, pode cond~ 
zir a interação entre modos locais e globais de deformação, re-
sultando em cargas de bifurcação primária inferiores à cargacrí 
tica clássica da casca isotrópica. A possibilidade de ocorren -
eia de interação entre modos primários e secundários, em função 
do Índice de esbeltez e imperfeições iniciais, é também eviden-
ciada. 
O presente trabalho constitui assim uma contri-
buição a um melhor entendimento do comportamento e estabilidade 
dessas cascas e também serve como uma primeira orientação para 




Results from primary and secondary bifurcation 
loads and also results from a non-linear analysis of elastic 
local stability of stringer stiffened cylindrical shells under 
axial compression are presented. 
The effects due to stiffeners spacing and slenderness 
as well as modal interaction and inicial geometric imperfections 
are investigated. 
It is shown that the use of slender stiffeners as 
suggested by the orthotropic theory, can lead to interaction 
between local and overall modes resulting in primary bifurcation 
loads lower than the classical critical load for the isotropic 
shell. It is also indicated that interaction between primary and 
secondary buckling modes can occur and this is, in general, a 
function of stiffeners slenderness and imperfection levels. 
The present work constitutes then a contribution 
towards a better understanding of the behaviour and stability of 
these shells.Moreover it could serve as a guideline for adequated 
choice of geometric parameters for design. 
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CA PfTU LO I 
INTRODUÇÃO 
Cascas cilíndricas enrijecidas são na atualidade 
de grande utilização como elementos estruturais de Centrais Nu-
cleares, estruturas Off-Shore e indústrias Aeronáutica e MarÍti 
ma. 
Devido a fatores de economia e funcionalidade são 
empregadas soluções estruturais cada vez mais leves, através de 
uso de elementos esbeltos. 
f bastante sabido que cascas cilíndricas isotró-
picas sob compressão axial são altamente sensíveis a imperfei-
ções geométricas iniciais e, devido a este fato, as cargas de 
instabilidade ou flambagem associadas podem ser bastante inferi 
ores a carga crítica clássica de casca perfeita. 
As cascas cilíndricas enrijecidas longitudinal -
mente com elementos esbeltos apresentam, entre.tanto, caracterí~ 
ticas bastante particulares: as cargas críticas axiais primárias 
podem ocorrer para carregamentos muito inferiores à carga críti 
ca teórica da casca isotrópica, enquanto que as imperfeições 
geométricas iniciais têm influência somente sobre a não-lineari 
dade de seu comportamento, geralmente estável em um sentido glo-
bal. 
Considerando durante o dimensionamento destas cas 
cas, os enrijecedores como elementos estruturais discretos, as 
cargas de colapso da estrutura composta ocorrerão, dado o aco-
plamento existente entre modos dos enrijecedores e da casca, n~ 
ma faixa compreendida entre as cargas de colapso do enrijecedor 
e de painel cilíndrico. 
Para cilindros enrijecidos longitudinalmente, sob 
compressao axial uniforme, existem basicamente dois modos dis-
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tintos de colapso, os quais foram observados experimentalmente 
por Walker e Kemp [1]: 
A - Por Instabilidade Local - O colapso estrutural. ocorre de fo_:i: 
ma localizada nos painéis cilíndricos entre enrijecedores, 
enquanto que a junção painel-enrijecedor permanece essenci-
almente reta [ 2, 3, 4, 5 J. Os enrijecedores são esbeltos e 
bastante espaçados e o colapso por instabilidade local é provo 
cacto principalmente pela grande deformabilidade torsional dos 
enrijecedores esbeltos. Este comportamento é típico de Ja-
quetas de estruturas Off-shore de grande porte, construídos 
com aço de alta resistência, tendo também sido diversas ve-
zes observado experimentalmente [ 1 J o colapso por mecanis 
mos plásticos; 
B - Por Instabilidade Global - O colapso é global em toda a es-
trutura, envolvendo deformações radiais significantes tanto 
dos painéis quanto dos enrijecedores. Esta forma de instabi 
lidade ocorre principalmente em estruturas Aeronáuticas e 
Aero-Espaciais, cujos enrijecedores são pouco espaçados e 
e torsionalmente rígidos. São geralmente construídos com li-
gas de alumínio de alta resistência e analisados pela teo-
ria da ortotropia [ 6, 7, 8, 9, 10 J 
Evidentemente, existe ainda a possibilidade de in 
teração entre formas de colapso local e global, dependendo do 
espaçamento e das características geométricas dos enrijecedores. 
1 • 2 -
A despeito da grande variedade de literatura di~ 
ponÍvel sobre o comportamento de casca cilíndricas enrijecidas, 
não existem ainda resultados teóricos totalmente compreensíveis 
para o estudo de um problema real, envolvendo interação entrem~ 
dos de deformação e imperfeições geométricas iniciais, plastici 
dade, tensões residuais, etc. 
. 4. 
Em trabalho recente Sridharam e Walk er [ 5 J es-
tudaram cilindros de aço com enrijecedores pouco ou muito espa-
çados. Incluiram, de forma bastante aproximada nesta análise, a intera 
çao possível de estabilidade local e global entre en:rijecedo:res 
e painéis efeitos de plasticidade, influência de imperfeições 
iniciais e tensões :residuais. Para mostrar a validade dos :resul 
tados teóricos foram feitas comparações com modelos experimen-
tais [ 5 J e os :resultados obtidos foram bastante satisfatórios. 
Mas uma análise teórica mais :refinada seria mui-
to laboriosa e só :recentemente problemas desse tipo têm sido es 
tudados, através de técnicas numéricas. 
Por outro lado, o problema simplificado de esta-
bilidade elástica global em cilindros enrijecidos tem sido am-
plamente estudado de forma semi-analÍ tica [ 6, 7, 8 J. 
A:rbocz e Willians [11 J obti ve:ram cargas de flam-
bagem global com grande precisão, incluindo na análise uma com-
pleta descrição das imperfeições geométricas iniciais. 
Todas essas análises, entretanto, ignoram a pos-
sibilidade de instabilidade local dos painéis, pois nos casos 
analisados, os en:rijecedo:res são pouco espaçados e to:rsionalme~ 
te :rígidos e são distribuídos uniformemente por toda a casca ci 
lÍnd:rica, permitindo assim que a estrutura seja tratada como sen 
do uma casca simples de peso equivalente com propriedades o:rto-
t:rÓpicas; :resultados experimentais [12] confirmam, 




O problema de estabilidade local em painéis en:ri 
jecidos foi estudado primeiramente por Koite:r [13], que tratou 
os en:rijecedo:res como suportes simples dos painéis, desprezando 
a influência da :rigidez to:rsional destes sobre o comportamento 
estrutural dos painéis. 
. 5. 
Wang e Lin [14] desenvolveram uma análise para 
obter cargas críticas, onde os enrijecedores são tratados como 
vigas de seção transversal de forma arbitrária. 
Também Singer [12] desenvolveu uma análise simi 
lar, considerando a influência discreta dos enrijecedores inte-
ragindo com a casca, representando os enrijecedores como uma 
descontinuidade linear da espessura da casca 
meio da função delta de Dirac. A complexidade 
cilíndrica, por 
da formulação, e~ 
tretanto, não permitiu que esta análise fosse além da determina 
ção de cargas críticas. 
Mas mesmo para o caso de ortotropia, os resulta-
dos teóricos relatados recentemente [ 9 J mostram que um proje-
tista seria naturalmente induzido a adotar enrijecedores bastan 
te esbeltos, na tentativa de melhorar a eficiência estrutural de~ 
sas cascas. Porém, constata-se que a adoção de enrijecedores es 
beltos possibilitaria a ocorrência de interações entre modos de 
flambagem local (dos enrijecedores) e global de uma casca orto-
trÓpica. 
Syngellakis e Walker [ 3 J propuseram uma análi-
se assintótica para se estudar o mesmo problema de estabilidade 
local, mas levando em conta os efeitos da rigidez torsional dos 
enrijecedores sobre o comportamento dos painéis e, consequente-
mente, sobre as cargas críticas de casca geometricamente perfej 
ta. Os resultados teóricos evidenciam a importância desses efei 
tos, sugerindo assim a necessidade de suas inclusões em qualquer 
análise não-linear mais refinada. 
Estes mesmos autores desenvolveram posteriormen-
te uma análise complementar para cilindros imperfeitos [ 2, 4 J 
a qual possibilitou um estudo não-linear da interação entre mo-
dos clássicos de deformação e imperfeições iniciais. 
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1.3 - Objet~vo~ e P~oeed~mento~ do P~e~ente 
T~a.ba.lho 
O presente trabalho constitui uma tentativa de 
ligação entre os tratamentos clássicos e não-lineares mais re-
centes e seu objetivo principal é apresentar um estudo da inte-
ração não-linear multimodos, incluindo modos não clássicos e im 
perfeições geométricas iniciais e suas influências sobre cargas 
de bifurcação primária e secundária, associadas a estabilidade 
local de cilindros enrijecidos longitudinalmente com elementos 
esbeltos e bastante espaçados. 
Para isto o presente estudo segue as mesmas pre-
missas dos trabalhos anteriores de Syngellakis e Walker [2,3,'!J 
mas agora incluindo também para os painéis os modos de deforma-
ção dominantes, descri tos nas referências [15, 16 J para cascas 
isotrópicas, os quais têm sido mostrados resultar em respostas não-linea 
res elásticas com pronunciada perda de rigidez inicial. 
As versões de Budiansky [l 7] e Seide [18], pa-
ra a formulação da teoria geral da estabilidade elástica de Koi 
ter [19] , são as ferramentas teóricas empregadas na presente ana 
lise. 
No capítulo II sao desenvolvidos estudos analÍti 
cos sobre a estabilidade local e global de cascas cilíndricas geQ_ 
metricamente perfeitas, incluindo em cada caso uma discussão dos 
resultados mais relevantes. 
A análise teórica da estabilidade local de cilin 
dros imperfeitos, através da interação entre modos de deforma-
ção dominantes e imperfeições iniciais, é feita no capítulo III 
com o desenvolvimento das equações não-lineares de equilíbrio e 
no capítulo IV são discutidos resultados teóricos desta análise, 
para algumas geometrias práticas dessas cascas. 
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O problema de bifurcação secundária, responsável 
por uma mudança súbita de configuração, é abordado no capítulo 
V, onde são desenvolvidas as equações de equilíbrio crítico e o 
capítulo VI apresenta alguns resultados teóricos para bifurca-
ção secundária, ocorrendo ao longo do caminho fundamental impe~ 
feito. 
Finalmente, no capítulo VII sao apresentadas al-
gumas observações baseadas nos resultados obtidos neste traba-
lho e são propostas algumas sugestões para o desenvolvimento de 
pesquisas futuras sobre a estabilidade elástica local de cilin 
dros enrijecidos. 
CAPÍTULO II 
ESTABILIDADE ELÃSTICA DE CASCAS CILÍNDRICAS 
ENRIJECIDAS E GEOMETRICAMENTE PERFEITAS 
. 9. 
CAPfTULO II 
ESTABILIVAVE ELÁSTICA VE CASCAS CILfNVRICAS 
ENRIJECIVAS E GEOMETRICAMENTE PERFEITAS 
II. 1 - ESTABILIVAVE GLOBAL: CONSIVERAÇÃO VE ORTOTROPIA 
Para um cilindro enrijecido longitudinalmente, 
com a geometria representada na figura (II.1.1) e sob compre~ 
são axial uniforme, a variação de energia potencial total que 
ocorre entre um estado descarregado e um estado deformado vizi-
nho, descrito por deslocamento totais (u, v, w) cinematicamente 





onde as quantidades envolvidas sao definidas na lista de nota-
ções e onde as barras superiores indicam aquelas quantidades ava-
liadas no centróide da seção ortotrópica (as outras demais qua~ 
tidades são avaliadas na superfície média da casca). 
Uma forma conveniente de exame dos vários possi 
veis caminhos de equilíbrios, descritos com a estacionaridade 
de V, consiste em se definir inicialmente o caminho fundamen-
p 
tal de equilíbrio emergindo de um estado descarregado e indefor 




º· = d,lh, ' s, = Ss /R ' E= e,/R z,= z,IR 
'I'\. = h,/hp .,. = l/R Rp=R/h 
~= JC / R z;_ = z/R s,=21fR/N 
Üo-
Fig. II.1.1 - Notação e geometria poro o cilindro enrijecido circular. 
.11. 
Para o presente problema, tem-se geralmente ado-
tado uma solução axissimétrica aproximada, definindo um estado 
fundamental de membrana, 
-o o o ) (- o) ( NE; , NS' NE;S = h º' , o ' p (II.1.2) 
-o o o ) (- cr/E, ver/E, o) ( Ef; ' E ' EE;S = p 
-o Mº -o o o ME; = = ME; S = MSE; = s 
Um possível caminho secundário de equilíbrio po-
de então ser examinado em termos de deslocamentos incrementais 
u, = (u,, v1, w 1 ), na vizinhança desse estado fundamental u ,on -o -
de 
u = u + u -O 1 (II.1.3) 
Transformações análogas podem ser feitas para as 
deformações e tensões resultantes, 




N = NO + NI 
M = MO + MI 
onde o super-Índices O e I indicam respectivamente os estados~ 
damental e incremental. As componentes dos tensores em (II.1.4) 
são definidas na lista de notações. 
O efeito das transformações (II.1.3) e (II.1.4) 
e o mapeamento do caminho fundamental sobre o eixo de tensão cr, 
conforme é ilustrado na figura (II.1.2). 
. 12. 

















Uo/11,, u '~- u 
(o) (b) 
w w 
Fig. II. 1. 2 - Caminhas de equilíbrio 
(a) original 
(b) transformado 
A estabilidade do equilíbrio de estados fundamen 
tais e, em particular, o nível de carga ºc para o qual a estabi 
lidade se torna crítica, é controlada pela segunda variação de 
Vp' isto é, pela forma quadrática nos deslocamentos incrementa-
is (u1, v1, w1) obtida da equação (II.1.1), apos a utilização 
das transformações (II.1.3) e (II.1.4). 
das da 
Usando relações 
teoria de cascas de 
deformação-deslocamento aproxim~ 
Donnell [3 o] e relações tensão-
deformação lineares, a condição de estacionaridade dessa forma 
quadrática com respeito aos deslocamentos incrementais, tomados 
na forma, 
.13. 
u1 = U1cos nqé; cospS 
q = TT/À (II.1.5) 
para atender às condições de apoio simples em é; = O,À, resulta 
no problema de autovalor [9], 
A UJ ( II. l. 6) 
onde ªc e a tensão axial crítica, u 1 T= { U1 , V1 , W1 } o modo 
crítico e A e g são matrizes simétricas 3 x 3, cujos coeficien-
tes sao definidos como, 
A1 1 '\ n2q2 
1 (1-v) p2 = + 
2 
A1 2 1 = (l+v) npq 
2 
A13 = vnq - \ z n 3 q3 s 
A21 = A, 2 (II.1.7) 
A22 p2 + 1 (1-v) n2 q2 + [p 2+(1-v) (l+Bé;S ln 2q~ = Cl 
2 
A23 = - p - Cl [ vn 2 q 2p +p 3 + ( 1-v) C 1 + Bé; S ) n 2 q 2p] 
A3 1 = A13 
A3 2 = A23 
• 14-. 
e 
Q11 = Q12 = Q13 = Q21 = Q3 1 = o 
Q22 = Ar, (1- 7 )2 s 
n 2q2 + vn2q2 
Q23 = - Ar, z (1 - Z ) n'q'p s s (II.1.8) 
Q32 = Q23 
Q33 = - Ar, CZ~ p2 + 1) n'q' + vn 2q 2 
onde q = rr/À e a= 
não identificados, 
h 2/(12R 2), sendo os 
p 
demais parâmetros, ainda 
definidos a seguir. 
Com o módulo de elasticidade E e o coeficiente de 
Poisson v, a rigidez extensional da casca cilíndrica isotrópica 
é K =Eh /(l-v 2 ) e a flexural, D= K h 2/12. p p 
-As constantes Ar,, Bf, e Bf, S sao, respectivamente, 
as razoes entre os coeficientes de rigidez extensional, flexu-
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) < 1 
onde os coeficientes adimensionais para a geometria dos painéis 
são definidos como, À= tlR, Rp = Rlhp e para os enrijecedores, 






e IR e 
s 
dadas, 
O coeficiente C e definido como, 
s 
00 
e = 1 _ 192 
s 
1 tanh ( :12.2': d) 
p=l,3,5, .. 
PS 2 








A excentricidade adimensional do 
a correspondente da seção ortotrÓpica, 
em função das relações não-dimensionais 
IR 1 ( Ds + 1) E = e = 11 s 2 R p 
D 11 2 E 
z zslR s = = s 
D 112 + s R s s p 
(II.1.10) 
enrijecedor, 
Zs = zslR, 
geométricas, 
( II.1.11) 
Expandindo-se a equação (II.1.6), chega-se a 
uma equação cúbica em ºc que, quando resolvida para certos val~ 
res de n e p, resulta no bem conhecido espectro clássico de ten 
soes. 
Formas típicas destes espectros, normalizados com 
respeito à tensão crítica clássica da casca cilíndrica isotrópi 
ca, o =Eh IR [3(1-v 2 ) J 112 , são mostrados na figura (II.l. 3) cp p 
para a casca isotrópica e na figura (II.1.4) para a casca orto-
2 













NÚIIEftO OE ONDAS CUtCUNFEIIINCIAIS - p 





l /R: 1 
R/h0 : 400 
d.lha= 3 
h./h,• 3 
N • 40 
IP .. 
º!------.l.L...-------',,,----=--
0 10 20 30 
NÚIIUIO DE ONDAS CUICUNFUIENCIAIS - P 
Fig. JI.1.4- Espectro clássico de tensão poro o cilindro ortotrÓpico. 
.17. 
trópica. 
Nessas figuras, a geometria das cascas cilíndri-
cas, bem como o nível de enrijecimento adotado no.caso ortotró 
pico, são de uso corrente na engenharia prática. 
Com exceçao de alguns poucos casos práticos, os 
cilindros ortotrÓpicos apresentam usualmente os enrijecedores dis 
postos internamente à casca; estudos da influência de enrijece-
dores externos, bem como de distintas condições de contorno, são 
encontrados na referência [9=1. 
Para o cilindro isotrópico é bem conhecido 
as tensões críticas mínimas, ºcm' na figura 
aproximadamente para o mesmo valor o , para cp 
que 
( II.1.3 ),ocorrem 
diferentes modos. 
Por outro lado, a casca ortotrópica da figura 
( II. 1. 4) exibe um Único valor mínimo para a tensão crítica, o . cm 
Os correspondentes números de ondas críticas são denotadas por 
(n , p ). Para este caso particular, a tensão crítica mínima, 
cm cm 
ºcm' para a casca ortotrópica, é aproximadamente 10% menor que 
a correspondente o da casca isotrópica. Para o nível de enri-
cp 
jecimento usado neste exemplo, tem-se que a casca ortotrÓpica 
apresenta a carga crítica mínima 35% menor que a correspondente 
ao cilindro isotrÓpico com espessura equivalente. 
Esta redução tem sido explicada lJl] pelo enrij~ 
cimento que, muitas vezes, pode acrescentar mais termos desesta 
bilizantes para a energia potencial total do que estabilizantes. 
Como uma extensão de trabalhos anteriores para 
casca isotrÓpicas [15 ,16, 21], a referência [9] descreve uma 
nova filosofia para estimativas de limites inferiores de flamba 
gem elástica 
está fora do 
global de cilindros ortotrópicos. Entretanto, isto 
contexto do presente trabalho, sendo a intenção 
aqui mostrar, apenas sumariamente, alguns resultados obtidos ocm 
a teoria ortotrópica clássica, no que se refere aos efeitos cau-
sados pela variação da geometria dos enrijecedores. 
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II. 1. 2 - In6,tuê.nc.{a. da. Va.Jt{a.ç,ão de Pa.1tãmet1to-0 Geomêvúc.0-0 
do-0 En1t{jec.eda1te-0 -0ob1te a. Ca.1t9a. C1tlt{c.a. 
Os efeitos de variações de rigidez extensional e 
flexural ortotrópicas, sobre os valores da carga crítica, têm 
sido discutidos em trabalhos anteriores L 7, 9 1 
O efeito causado pelo acréscimo da relação de ri 
gidez extensional ortotrÓpica, Ar,, sobre a forma normalizada de 
tensão crítica mínima, o lo , é mostrada na figura (II.1.5) 
cm cp 
onde Ar, é variado segundo uma escolha apropriada dos parãmetros 
D e n, tal que a relação de rigidez flexural, 
s 
tante. Os enrijecedores são internos a casca e 
400, é mantida constante. 
Bç , permaneça con.§_ 
a relação, ilh = 
p 
Neste caso, incrementando-se Ar,, aumenta-se a e.§_ 
pessura efetiva do cilindro ortotrópico na mesma proporção e, 
já que Bç está fixado, pequenos valores de Aç implicam em enri-
jecedores esbeltos, que podem eventualmente exibir flambagemto~ 
sional local para níveis de tensão axial inferiores àqueles as-
sociados à flambagem da estrutura ortotrópica. 
Neste exemplo, as tensões críticas mínimas ocor-
rem para valores de Aç em torno de 1.4, para todos os valores de 
ilR considerados. O acréscimo de Aç além desta faixa de valores, 
produz somente pequenas mudanças na razão de tensões críticas mí 
nirnas, 
tro de 
o lo , especialmente cm cp 
comprimento, ilR. 
-para valores crescentes de param~ 
A capacidade de carga da casca ortotrópica é ap~ 
ximadamente proporcional ao produto Ar, ºcm e, então, valores s~ 
ficientemente grandes de Ar, implicarão em incrementos na carga 
crítica axial. Mas, mesmo assim, a capacidade de carga de casca 
ortotrÓpica permanecerá, ainda, com valor consideravelmente in-
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Fio. lL 1. 5 - Influência do rigidez extensionol ortotrópico axial 
A~ no razão de tensõo crítica m{nimo <l;;m /(fcp. 
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Fio. lL 1. 6 - lnf luêncio do rigidez flexurol ortotropico B,r, 
no razão do tensão crítico mínimo <rcm /(fcp . 
• 2 O . 
A Única circunstância em que a adição de enrije-
cedores parece melhorar substancialmente a eficiência dessascas 
cas, em comparaçao com as isotrópicas de espessura equivalente, 
é quando o valor de Ar, se torna bastante pequeno e, consequent~ 
mente, Ds se torna relativamente grande. 
Conclusões análogas podem ser tiradas [9], est~ 
dando-se a variação de B~, mantendo-se A~ constante, conforme é 
ilustrado na figura (II.1.6). Para o exemplo estudado nesta fi-
gura, é importante observar que valores de B~ < 50 não são con-
siderados, pois implicam em enrijecedores bastante achatadoscon 
tra a parede da casca e com a tendência de superposição destes 
elementos. 
As constatações anteriores induziriam naturalmen 
te um projetista a adotar enrijecedores bastante esbeltos, na 
tentativa de melhorar a eficiência estrutural dessas cascas. No 
entanto, a adoção de enrijecedores esbeltos possibilitaria a 
ocorrência de interações entre modos de flambagem local (dos en 
rijecedores) e global de casca ortotrópica. 
A análise da estabilidade local de painéis cilÍn 
dricos, considerando o efeito da rigidez torsional de enrijece-
dores esbeltos nos modos de deformação, será apresentada na se-
ção seguinte, para o caso de estruturas geometricamente perfei-
tas. 
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II.2 - ESTABILIVAVE LOCAL: ANÃLISE CRfTICA E PÜS-CRfTICA 
II.2. 1 - Hipôte.1.,e.1, Ge.1tai1., de. Anâli1.,e.: E1.,eolha da1., Fu.nçõu 
Ve.1.>lo eame.nto 
A figura (II.2.1) apresenta um painel típico com 
a disposição dos enrijecedores, geometria e sistema de referên-
cia adotados e, no desenvolvimento seguinte, o super-Índice Ci) 
denota oi-ésimo painel ou enrijecedor (estes Índices serão eve~ 
tualmente omitidos quando referência for feita isoladamente a 
um painel típico ou enrijecedor). 
As hipóteses gerais para a escolha das 










Ci;,-Sl V =-v p p 




com as relações CII.2.1) expressando a condição de simetria com 
respeito à geratriz média do painel, S=O. 
B) ENRIJECEDOR: 
u~ i) e E; , ç ) c i l Cil'Ci;Sl = up e i;, s o)-( ç-E) wp , o 
v(i)Ci;,ç) e . l w~i) • CE; ,6
0
) = V l (F;,S )-(Ç-E) (II.2.2) s p o 
Ci)Ci; ç) ws , = w~i\i;,Bo) e 1+ç-d 
• 2 2 • 
/f/. 



















E,= x / R , l, = Z / R , '). = l/ R , p. = "t · Ô I fi• 
'G= c/R , 11= h./hp , t = e.IR , ~.= 1f/N 
Fig. Il.2.1 - Notação poro o geometria do cilindro enrijecido 
longitu di nolm ente. 
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sendo admitida, na escolha das relações (II.2.2), variações li-
neares em ç, para os deslocamentos no enrijecedor, 
com os deslocamentos na junção painel-enrijecedor. 
As relações (II.2.1) e (II.2.2) devem assim aten 












( i+l) (1;,-So) w = w = w p s p 
na junção painel-enrijecedor. 
11.2.2- Func~onal de Eneng~a 
A energia potencial total do sistema estrutural 




8(1-v 2 ) 
<I> [ u ( <jl) ' <jl J 
onde 
N 
<I> = l: 
i=l 





d ,,,(i) ,,(i) t" . . -seno~ e~ , respec ivamente, as contribuiçoes p s do i-ésimo 
painel e enrijecedor para o funcional de energia V. 
Utilizando as relações nao lineares deformação-
deslocamento e as relações lineares tensão-deformação constantes 
do apêndice B (eqs. B.7, B.8 e B.10), as contribuições de ener-
gia em (II.2.5) podem, de acordo com os funcionais (B.13)e(B.14) 
ser escritas como, 
e 
+ 8 v u' (v•+w) + 2(1-v)(u•+v' ) 2 
+ 4 a [w" 2 + w·· 2 + 2 v w"w·· + 2(1-v) w• 1 2 J 
+ ~ [ [u' + v(v•+w) J w•2 + (vu'+v•+w) w• 2 
R 
(i) 





À dº jyydr l s ~ 4 u' 2 + 8 w* 2 + Svu'w* 
+ 2(1-v) (ui'+w') 2 + 4 a 11 2 [ v'' 2 + v''n',2 
+ 2 v u''v** + 2(1-V) v'*2 J 
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+ (1-v) (ui•+w') v•v;, J + 1 (v' 2+ vi,2) 
R2 
(i) 
H R< u' l 
s 
com$= (l-v 2 ) o/E e 
;': 
( ) ' = ; e ) = ; ( ) = 
II. 2. 3 - Cam,i_nho de Equ,i_lZb1t,i_o Fundamen.tal 
A solução pré-crítica para o vetor dos desloca-
mentos u e obtida da équãção variacional, 
-O 
o V [ ~o C $ ) , $ ] = O (II.2.8) 
Esses deslocamentos u associados ao caminho fun-
-O 
damental de equilíbrio são adequadamente dados pelas relações li 
neares, 
u = op 
- i; $/Cl-v 2 ) 
V = o (II.2.9) op 
para o painel e 
u = os 
V = os 
w = os 
• 2 6. 
, cjl/(l-v 2 ) 
o (II.2.10) 
v cj, (l+ç-s)/(l-v 2 ) 
para o enrijecedor, as quais definem um estado fundamental de 
membrana. 
II.Z.4- Aniil.i.1.,e de B.i.6u.Jr.c.aç.ão: E!.,;tado C1r.Ztic.o de Equ.Ll'.Zb1r.ia 
Considerando o campo de deslocamento, descreven-
do uma configuração vizinha à fundamental, definido pela equa-
ção (B.l) no apêndice B e a energia potencial sob a forma expa~ 
dida (B.4), a condição de estacionaridade no ponto crítico, ou 
de bifurcação, é expressa pela equação variacional, envolvendo 
a forma quadrática de V em termos dos deslocamentos incrementa-
is u, 
- 1 
o V2 (u , cjl) = O 
- 1 
(II.2.11) 
Esta equaçao variacional fornece equaçoes dife-
renciais linearizadas de equilíbrio critico e, da solução do pro-
blema de autovalor resultante, obtém-se o parâmetro de carga cri 
tica, cjlmin.= cjlc. 
Assume-se na bifurcação, que o vetor dos desloca 




Esta hipótese, descri ta implicitamente por Koiter 
• 2 7 , 
[1[[, é também evidenciada pelos resultados 
wa,ng e Lin [14] . 
experimentais de 
Usando-se (II.2.12) e as hipóteses gerais da se-




e os modos críticos para o enrijecedor ficam, 
(i) o u = 
1 S 
e i) 
[ V 1p e ç-sl 
e i) 
V = - W' J 
1 S IP 8=8 o 
(i) 




Assim, para o painel, a solução de bifurcação e 
tomada na forma ['1 J , 




V 1 ( 8) sin n q I; 
w = - w 1 e 8) s in n q I; 
1p 
e para o enrijecedor, 
u = o 
JS 
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As relações (II.2.15) e (II.2.16) satisfazem as 
contorno de apoio simples em ~=O,À e as condições de 
U1(S), V1(S) e W1(S) sao determinadas pelas condições de compa-
tibilidade na função painel-enrijecedor, S=S . o 
Substituindo-se (II.2.15) e (II.2.16) na equaçao 
variacional (II.2.11), chega-se a um sistema linear de equações 
(problema de autovalor)da forma, 
A u = O (II.2.17) 
- 1 
que tem solução não-trivial se, e somente se, 
det 1 ~I = o (II.2.18) 
sendo a carga crítica, ~=~c' o menor dos autovalores da matriz 
A na equação (II.2.18). Este desenvol·;imento é feito no apêndice C. 
Em uma análise assintótica da estabilidade estru 
tural [17, 18, 19], assume-se que o caminho pós-crítico, 
possa ser descrito por expansões em série, em termos de um 
metro de perturbação Ê, 
1:1 (~), 
-par~ 
U = U + u E + U -2 E + • • ' (II.2.19) .... o .... 1 ...., 2 
para o vetor dos deslocamentos e 
+ ~ -2 E + .. , (II.2.20) 
2 
para o parâmetro de carga~-
• 2 9 • 
O coeficiente $
1 
da expansao (II.2.20) e dado 
por 
$ 1 = 
3 
2 
v,(u ,$ ) 
-1 c 
d - V2 (u ,$ ) 
d$ -1 c 
(II.2.21) 
e para o caso de bifurcação simétrica, $ =O, e o termo seguinte 
1 




V2 Cu , $ ) 
-1 c 
C II. 2. 2 2) 
onde os funcionais de energia v. são apresentados no apêndice B. 
l 
Para o cálculo do coeficiente$ , necessita-se de 
2 
u, obtido (quando$ =O) pela equação variacional 
-2 1 
V21 Cu, u ,$) = - V2 (u ,$c) 
-1 -2 e -1 
com a condição deu 
-2 
dor, além de atender 
ser simétrico com respeito a 




Como a estrutura analisada tem comportamento pÓ~ 
crítico caracterizado por bifurcação simétrica, a estabilidade 
de estados pós-críticos iniciais é definida pelo sinal do termo 
$
2 
(associado à curvatura do caminho pós-crítico no ponto críti 
co, $ = $ c) . 
Se $2 > o ' o estado crítico e de equilíbrio está 
vel e $ > $c' para u -1 
# o . Por outro lado, se $ 
2 
< o ' o estado 
crítico e de equilíbrio instável e $ < $c' para u # o. - 1 
. 3 O . 
II.2.6- In6luência de Pa4âmet4o6 Geomêt4ico6 6ob4e a Ca4ga 
C4Ztica e 60b4e a E6tabilidade do E6tado C4Ztico de 
EquilZb4io 
Alguns resultados 
jecidos perfeitos, relatados nas 
dos a seguir. 
numéricos, 
referências 
para cilindros enri 
[ 3 J , sao discuti 
As cascas analisadas têm enrijecedores bastante 
espaçados e esbeltos, permitindo assim uma discussão do efeito 
da rigidez torsional dos enrijecedores sobre a estabilidade lo-
cal dos painéis cilíndricos. 
A figura (II.2.2.a) mostra, para uma casca com 
as características geométricas indicadas, a influência do parâ-
metro geométrico de Batdorf, Z = t 2 (l-v 2 )
1
h/R h , sobre a car-
p 
ga crítica normalizada, 
'! 
[a(l-v 2 )] 2 • As curvas 
~ lo/, onde~ = (l-v 2 ) o /E c c c e 
o/ = 2 
são válidas para cilindros com 10 enri-
jecedores (N=lO) e com valores fixos das relações R/h = 113 e 
p 
c/hs = 9.4 e correspondem às características básicas de um mode 
lo experimental relatado nas referências [;', 3, 4] . 
Observa-se que os valores mínimos das cargas 
-ticas nao variam significativamente com o incremento de Z, es-
tando estas porém associadas a um número crescente de semi-ondas 
axiais, n. 
Para valores de Z elevados, todas as curvas, pa-
ra diferentes valores de n, aproximam-se do valor da carga crí-




A figura (II.2.2.2.b), por sua vez, mostra ava-
do parâmetro de curvatura~ com Z, para o caso analisa-
2 
figura (II.2.2.a). Nota-se que, para valores de Z > 1400 
aproximadamente, os valores de~ tornam-se negativos e, porta~ 
2 
to, a estrutura exibe comportamento instável nos modos conside-
rados. 
10 
••= (1-,12) O"c/E 
'1' 2 [ot ( 1 - l)] 1/Z 
. 31. 
Cose a i 10 trópico 
N= 10 
R/h, = 113 











N = 10 




10 100 1000 10000 
Z= l2 1l·112 )v~Rhp 
Fig . .IL2.2- lnfluincio do parâmetro Qeométrico de botdorf Z: 
(a) no corci)o crítico normal izodo , f6c l'I' . 
(b) no curvoturo po's-cri'tico iniciei, ra •. 
. 3 2. 
Existem, evidentemente, certos intervalos deva-
lares de Z onde podem ocorrer tanto modos estáveis 
(dependendo da escolha do n9 de semi-ondas axiais, 
como instáveis 
n) , sendo 
relevante, portanto, um exame para detectar quais modos têm pa-
pel predominante no comportamento pós-crítico destes cilindros 
enrijecidos. 
Outros resultados [3] de um estudo paramétrico 
análogo ao anterior, mas para cascas com 20 enrijecedores (N=20) 
e valores fixos de R/hp = 280 e c/hs = 8.1, são mostrados na fi 
gura (II.2.3). 
Observa-se na figura (II.2.3.a) que as cargas crí 
ticas mínimas obtidas são, novamente, independentes de Z e se 
aproximam bastante da carga crítica clássica para cilindros iso 
trópicos. 
Observa-se ainda, com a variação de~ indicada 
2 
na figura (II.2.3.b), que todos os modos na vizinhança das car-
gas críticas mínimas marcados por pontos nessas figuras, têm um 
certo grau de instabilidade(~ < O) mesmo para pequenos valo-
2 
res de Z, tornando-se bastante instáveis para Z > 400. 
O que esses resultados parecem indicar e que, p~ 
ra a geometria e nível de enrijecimento considerados, essas cas 
cas poderiam ter comportamento pós-crítico instável análogo a 
casca isotrópica [15,l[I; isto será discutido mais adiante no 
capítulo IV. 
A figura (II.2.4) mostra a variação da tensão crí 
tica mínima normalizada, ~ /~, com o parâmetro adimensional 
c 
y= c/R, que define a esbeltez do enrijecedor, para os valores de 
N=l0,20,30 e 40, sendo mantidos fixos, R/hp= 280, i/R = 1.11 e 
a área total da seção transversal da casca, AT = 1300 cm 2 • 
Para valores de esbeltez do enrij ecedor até y=O. 03, 
o parâmetro crítico de tensão mínima normalizada aumenta para t~ 
dos os valores de N considerados. Entretanto, para valores cre~ 
centes de y > 0.03, ocorrem reduções da tensão crítica mínima, 
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Z = t'(l-/ )1/Z/R h, 
Fig. JI. 2 .3 - Influência do parâmetro geométrico de batdorf Z : 
(a) no cargo critico norma li zodo f!c l'I' 
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R/ ... • 280 
l/R • 1,11 
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• 3 4. 
6 
0c = ( l - v'} Oi:/ E 
'f= 2[ac(t-v'l]"' 
e 10 12 14 
·• ( 't'=c/r l xto 
Fig. II. 2.4 - Influência do parâmetro de esbeltez do enrijecedor sobre o 
tensão critico mínimo normolizodo 0c /'ti. 
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sendo estas reduções mais acentuadas para o caso em que N = 10. 
Para y = 0.12 e N = 10, ~ é reduzida aproximadamente 20% do va c 
lor correspondente da tensão crítica clássica, f, do cilindro 
isotrópico. 
Esta redução da carga crítica, observada com o 
aumento de esbeltez do enrijecedor, pode ser explicada da se-
guinte maneira: Quando y aumenta, o valor (h
8
/c) 2 diminui e,por 
também diminui a tensão crítica torsional do enrijecedor, tanto, 
a cs = 
K E h 2 
s 
(sendo K definida como na referência 
Assim, nesses casos, o modo torsional do enrije-
cedor torna-se o fator predominante para a análise da estabili-
dade desses cilindros. 
As análises anteriores indicam que, dependendo da 
geometria dos painéis e do nível de enrijecemento adotado, as 
cargas criticas podem ser bastante inferiores à correspondente ten 
são crítica clássica de casca isotrópica. 
Além disso, existe um certo numero de cargas cri-
ticas bastante próximas e a estabilidade, dos estados crítico 
e pós-crítico inicial, depende da interação que possa ocorrer en 
tre os modos críticos associados. 
Com essa potencialidade de interação entre modos, 
o comportamento da casca enrijecida poderá ser influenciada por 
um espectro de imperfeições iniciais na forma desses modos. 
A investigação dos efeitos causados pela intera-
ção entre modos, incluindo imperfeições iniciais, sobre o com-
portamento não-linear de cascas enrijecidas por elementos esbel 
tos e espaçados, será feito nos próximos capítulos. 
CAPfTULO I1I 
ANÃLISE TEÜRICA NÃO-LINEAR DA FLAMBAGEM 
LOCAL ELÃSTICA VA ESTRUTURA IMPERFEITA 
• 3 7 • 
CAPfTULO III 
ANÁLISE TEURICA NÃO-LINEAR VA FLAMBAGEM 
LOCAL ELÃSTICAVA ESTRUTURA IMPERFEITA 
III. 1 - CONSIVERAÇuES INICIAIS E HIPuTESES ADOTAVAS 
O presente capítulo apresenta um estudo da inte-
ração entre modos de deformação e imperfeições geométricas ini-
ciais, na resposta não-linear elástica de cilindros enrijecidos 
longitudinalmente, sob carregamento de compressão axial. 
-Os enrijecedores sao esbeltos e bastante espaça-
dos e suas características torsionais constituem fatores predo-
minantes para a análise não-linear da estrutura. 
Na figura (II.2.1), do capítulo anterior, estão 
definidas as características geométricas da estrutura, assim co 
mo a localização dos sistemas de referência adotados. 
Admite-se, sem grande perda de generalidade, um 
numero par de painéis e enrijecedores. Esta condição de simetria 
permite que o comportamento da estrutura seja representado por 
apenas um painel e um enrijecedor, simplificando, assim, a mon-
tagem do funcional de energia potencial. 
As condições de contorno consideradas sao as de 
apoios simples nas extremidades da casca. Os painéis cilindrÍ-
cos são tratados segundo a teoria de cascas abatidas 
r---
L20, 
e os enrijecedores, como placas delgadas pela teoria 
Karman (10]. O material constitutivo tem comportamento 
de Von-
elásti-
colinear e a estrutura é considerada livre de tensões iniciais. 
Para o painel cilíndrico, as imperfeições geome-
tricas são descritas por desvios radiais w, sendo o deslocamen-
to radial total w dado pela soma dos deslocamentos da casca w
0
, 
devido a ação do carregamento, e das imperfeições w, 
-açao de carga, 
. 3 8. 
As deformações que ocorrem 
serão dadas pela diferença 
(III.l) 
para a casca, sob a 
entre aquelas associa 
das ao deslocamento total w, menos as que serao produzidas pe-
los deslocamentos w, somente. 
Supondo pequenas imperfeições iniciais, os ter-
mos não-lineares em w sao eliminados da análise. Com isto e com 
a definição (III.l) para w
0
, as mudanças de curvatura (B.7.d) 
permanecem inalteradas, sendo as relações deformação-deslocame~ 
to de superfície média do painel, incluindo agora imperfeições 




v· + w + o 
u' + 1 w' z+ o 2 o 
1 l + v' u• 2 o o 
w' w' o 
w' w·W' l (III. 2) + w• + + w· w o o o o 
Por considerações análogas as do painel, as rela 
ções deformação-deslocamento para o enrijecedor, incluindo im-
perfeições iniciais v, são escritas como 
o w:': 1 vt• 2 + -* v~·: ( E Ç) = + V o 2 o o 
(E )O u' + 1 V t 2+ v' v' (III.3) = i; o 2 o 
o 1 l u* w' v' v~·: V' v~·: v1:v 1 ) (sçi;) = + + + + 2 o o o o o o 
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permanecendo inalteradas as relações (B.8.d) do apêndice B para 
mudanças de curvatura. 
III.Z - FUNCIONAL VE ENERGIA 
Descrevendo o campo de deslocamento da estrutura 
imperfeita por 
u = u + u 
-O 
a energia potencial total pode ser escrita como 
V (u, u, ~) = V (u, ~) + V (u, u, ~) 
(III.4) 
(III.5) 
onde V(u,~) é a energia potencial do sistema perfeito, descrita 
no apêndice B e V(~,~,~) é a contribuição adicional, devida 
a existência de imperfeições, a qual obedece às condições: 
V ( u O, ~) = O para todo u 
V(O,u,~) = o para todo u (III.6) 
Este funcional de energia potencial, para o caso 
estudado da estrutura imperfeita, pode ainda ser escrito como, 
v<u,u,~) 1 r J:: [ < N ' > + < M, X > J R2 dSdf; = E 2 -P -P -P -P o 
o 
1 1: L [<Ns, >+<M,X >] R2 dy:if; +- E 2 -s -S -S 
+ K ~ R2 [ i: J:: u' dSdf; + n J: tu; dÇdf; J p 
o 
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com~= (l-v 2 ) o/E e (III.7) 
onde os tensores generalizados~· ~· N e M não definidos no a~ 
dice B e o símbolo < , > representa o produto interno de tenso-
res. Os subÍndices p e s referenciam o painel e o enrijecedor, 
respectivamente. 
Para a montagem do funcional de energia do siste 
ma imperfeito (III.7), serão utilizadas as relações deformação-
deslocamento (III.2) e (III.3), as mudanças de curvatura (B.7.d) 
e (B.8.d) e as relações constitutivas-lineares (B.10) 
no apêndice B. 
III.3 - ESCOLHA VOS MOVOS VE VEFORMAÇÃO E IMPERFEIÇÕES 
GEOMtTRICAS INICIAIS 
definidas 
Em trabalhos recentes C, ,4] , Syngellakis e Walker 
apresentaram uma solução fundamental não-linear, para cascas e~ 
rijecidas imperfeitas, tomando modos de deformação nas formas 
dos modos clássicos axissimétrico (solução fundamental de mem-
brana, equações (II.2.9) da seção (II.2))e assimétrico críticos, 
u = u op 01 i; + u 02 cos n q i; cos p S 
v = v sin n q i; sin p S op 02 
w = w + w sin n q i; cos p S op 01 02 
para o painel e 
(III.8.a) 
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u = u i; 
os 01 
V = (v + b W 
os 02 02 
sin n q /; (III. 8.b) 
W = W (1 + Ç - E) 
os Ü] 
para o enrijecedor, onde b = p(Ç-E) 
As imperfeições geométricas iniciais foram assu-
midas na forma, 
= a sin n q /; cos p B 
1 
(III.9.a) 
para o painel e por compatibilidade na junção painel - enrijece-
dor, B=S o 
(III. 9 .b) 
Mas, com o intuito de investigar as possíveis in 
terações entre modos (comentadas ao final da seção II.2) que p~ 
dem ocorrer durante as respostas pós-críticas não-lineares des 
sas estruturas, torna-se necessário adotar funções para desloca 
menta descritas por modos combinados. 
Estudos recentes [15,16,2):} têm mostrado, para o 
caso de cascas cilíndricas isotrópicas, que uma análise não-li-
near pós-crítica deve incluir necessariamente (além dos modos 
clássicos) modos axissimétricos com o dobro do número de ondas 
axiais dos modos clássicos assimétricos. Estes estudos têm de-
mostrado que a interação, entre esses modos assimétricos e axis 
simétricos, é responsável pela perda de rigidez durante a res-
posta não-linear. 
Além disso, a ocorrência desses modos axissimé -
• 4 2 • 
tricos parece ser evidenciada por algumas poucas e Únicas medi-
ções experimentais em um cilindro enrijecido (com os enrijeced2 
res esbeltos e bastante espaçados) relatadas na referência QJ. 
Assim, consideram-se no presente trabalho funções 





i; + u 
02 
cos n q i; cos p S + u sin 2 n q i; 
03 
v = v sin n q i; sin p S + v cos 2 n q i; 
op 02 03 
(III.10.a) 
w = w + w sin n q i; cos p S + w cos 2 n q i; 
op 01 02 03 
para o painel e 
u = u i; + u sin 2 n q i; + 2 (n b q / p) w sin 2 n q i; 
os O 1 03 03 
v = ( v + b w ) sin n q i; + v cos 2 n q i; 
os 02 02 03 
(III.10.b) 
= (w + w 
01 03 
COS 2 n q i;)(l + Ç - E) 
para o enrijecedor. As imperfeições geométricas relevantes 
dadas, nas mesmas formas dos modos de deformação, por 
-sao 
= a sin n q i; cos p S + a 
1 2 
cos 2 n q i; ( III.11. a) 
para o painel e por compatibilidade na junção painel - enrijece-
dor, 13= S , o 
v - a b sin n q i; 
S - 1 
para o enrijecedor. 
(III.11.b) 
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Algumas considerações importantes podem ser fei-
tas sobre as formas dos modos combinados (III.8) e (III.10): 
a) admite-se que, entre enrijecedores consecutivos, haja apenas 




__.-:;fr-:..:::::..::--. _,,,,,,,, ', -- ~ ---
-- CONFIGURAÇÃO 
DEFORMADA 
Fig. ill. l - Modo de deformação circunferencial. 
b) o numero de semi-ondas axiais n e arbitrário para os modos 
assimétricos; 
c) para os modos axissimétricos, o n9 de semi-ondas axiais e o 
dobro do n9 de semi-ondas axiais dos modos assimétricos cor-
respondentes; 
d) as imperfeições geométricas iniciais foram consideradas ape-
nas nos modos relevantes ou seja em w (radial), para o pai-
nel e em v (modo torsional) para o enrijecedor; 
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III.4 - EQUAÇÕES NÃO-LINEARES PARA A ESTRUTURA IMPERFEITA 
As possíveis configurações de equilíbrio estáti-
co, para qualquer nível de carga~ ao longo do caminho fundame~ 




, u, ~) = o (III.12) 
Utilizando-se a solução dos modos combinados 
(III.10),as relações deformação-deslocamento não lineares(III.2) 
e (III.3), as mudanças de curvatura (8.7.d) e (8.8.d) e as rela 
ções constitutivas (8.10) do apêndice B, o funcional de energia 
(III.7), para a estrutura imperfeita, resulta na expressão: 
V(u, 
-O 
u:,~) = 1 R2K À 
2 
+ p2 f (w 




so { 2 ( u 2 + 2 V u 01 O 1 
+ V u )+n 2q 2f (u 
01 O 1 O 1 
+ p V ) 2 - V n q U 












+ p V ) 
02 
+ 1 (1-v)(-p u +n q v )2+ 1 a w2 (p2+n2q2)2 
4 02 02 2 02 
+ \1 [ 
2 ( u 2 + 2 v u w +w 2 ) + 2 n2 q2 ( u +v w ) r 2 1 
01 01 01 01 01 01 
+ 3 p 4 f 2 + 2 p 2 (w +v u ) f + 1 v n 2 q 2 p 2 r 2 1 f 
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- 2 s v g+s f 2 ) + 1 Cl-v) n 2q 2p 2 Cv 2 
3 02 4 8 02 
f2 
w 
- 4 s V g+ 4 s f 2 ) + 11 2 a í n 2 q 2 ( V 2 -2 s V w 
1 02 2 - 02 1 02 02 
+ s w 2 )+ 2(1-v) p 2 w 2 Jl + 4 <j) (l+µ) u 





p 2 f W 
03 




+ V W ) 
01 
+ n 3q 3 [u d +4 u 2 +u f+nq Cf d + d 2 
02 11 03 03 12 11 
+ 3 d 2 + 16 a w2 ) J +v nq [ 4 u w 
12 03 03 03 
1 + n q f w 
O 3 2 
- nq Cw +p v )d +p 2f C-u + nq d ) J 
02 02 11 03 12 




+ p(-p U +nq V ) d 
02 02 11 
+ nq p2d2 ]+ µ [w2 -p2f w + 4 n2q2 [ u2 
11 03 03 03 
v2 Cu )- 4 ~ 
1 
+ +v w s u w + nq u r 03 01 01 1 03 03 2 03 2 1 p 
~ c 4 ) + n2q2v2 c 1 + w s w +r r 
O 3 2 O 3 2 6 O 3 2 2 1 p p 
3 v2 1 1 fw + 4 11 2 a) J + + - V r + r 
4 O 3 2 02 
1 1 2 1 2 






1 nq 1 2f r w --p u 
O 3 4 2 1 03 2 03 
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1 
+ n p q f(2 s w +p v 2 ) J+(l-v)n 2q 2 
1 O 3 O 3 2 
[ 
p2 
2 s w 2 
2 O 3 
+ w (-s v f + 2 s f)+p 2f 2 v 2 ]~ 
03 1 02 W 2 W 03 J (III.13) 
Agora, com a expressão de energia potencial to-
tal (III.13), a equação variacional (III.12) fornece um conjun-
to de 8 equações não-lineares de equilíbrio, tendo como variá-




Essas equaçoes não-lineares sao: 
+ V + 1 Cn 2q 2+v p 2 )f + n 2q 2d w 
º' º' 4 1 2 
+ [u +v w + ! n 2q 2r + 1 V p 2f + 2q2v2 - n 03 º' o 1 2 21 2 
+ <P (l+µ) = o 
n q ~ q u -v(w +p v ) + n 2q 2d L 02 02 02 11 J 
1 ( 1-v) 
8 [
-pu +nq(v +pd )] = O 
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1 u +- n 2 q 2 f + v (w 
03 4- 03 
+ ]J [ 2 nq - 4- ~ u s w 
03 1 03 p 
+ V (w - ; p' f) J l a o 03 
1 
p [ w +p v -v nq ( u + n q 
02 02 02 4-
+ ~ (1-v)nq tp u 02 + nq (v 02 
+ 
1 n2q2 r 
2 1 2 
d ) J 1 1 
+ p d ) J 
1 1 
+µlln2q2r 
2 1 1 
[ u + v w + nq u + 3 n 2q 2v 2 
01 01 03 03 
1 






p O 3 
3 r + 
1 2 
( III.14-. e) 
+ _! (1-v) n2q2 [p2cl V f 2 -s g) + 2 S f W J 
02 W 1 1 W 03· 8 2 
+ l n 2 a n 4 q 4 (v -s w ) ) = O 
2 02 1 02 
(III.14-.d) 
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(1-v) n 2q 2v + µ n 2q 2 
03 
[2 (u + \! W ) V 
º' º' 03 
w o, + \) u 01 
+ n 2q 2v (r +3v 2 +v r +f r + 8 n2 a) 
03 21 03 02 11 W 12 
+ vp 2fv +! (l-v)p 2f 2 v J = O 
03 2 w 03 
(III.14.e) 
+ 1 (p2 + v n2q2)f + v n2q2d 
1 2 4 
+ JJ [ u +v u +v n 2 g 2 (! r 
o, º' 2 21 
+ v 2 ) + _! p 2 f] = O ( III. 14 . f) 
03 2 




(vn2q2- p2) f w 
W 03 
+ nq u f ( n 2 g 2 -vp 2 )l + 
03 W J 1 n 2 q 2 [ ( u + vw ) fw 4 o 1 o 1 
+ ...!. (9n2q 2+vp2)g - v(w +pv )d +d f (n 2q 2+v p 2 ) 
02 02 02 12 W 16 
+ 2 n 2 q 2 d d - v d + nq u d J 




(1-v) n p q fct (-p u +n q v )+ .!. npq (g+8 L 02 02 º2 4 d l l 
[ (w +vu )p2 f + 2 p 4g 
01 01 W 
4 
+ _!_ v n 2 p2q 2 (r f +r f)+n 2q 2 
4 21 w 12 
r 
1 2 
Cu +v w 
01 01 
+nqu +3n2q 2 v 2 +.!.vw )J+n4q 4 ( 3 r 
03 03 2 03 8 32 
1 +-w 
p 03 
r ) - .!. p 2 f 
l 3 2 w 
1 (v nq u + -
03 2 
+ v n 2q 2p f Cs 
w l 




+ 1 (1-v) n 2 q 2 [2 w Cs v 
03 1 02 8 
w ) 
03 
+ p 2 (r +4 fw v 2 ) ] +ri2 a n 2q 2 [_!_ n 2q 2 (- s v 
3 3 o 3 2 l 02 
d jl 
02J 







. 50 . 
u 
03 
f + 3 d d ) + n q u J + n 4 q 4 ( 1 d o 2 2 l l W 12 02 
Cu + v w ) 
0 1 O 1 
(w + p V ) 
0 2 O 2 
+ 1 (1-v) n p q f 
w 
(-p u +n q v +2 n pq d ) 
02 02 11 8 




1 p 2 f +v nq u 
03 
4 
n 2 n 2 
- 4 ~ s 
l 
(nq u +v w ) + ~ (8 s 2 w
03 
+ p r ) 
03 03 2 26 
p p 
2 1 l + v n 2 q (p s f + r )+ (1-v) n 2 q 2 






onde as variáveis, aparecendo nas equaçoes ( III .14. a - h), sao de 
finidas no apêndice A. 
CAPfTULO IV 
COMPORTAMENTO NÃO-LINEAR VA ESTRUTURA IMPERFEITA: ANÃLISE 
VE RESULTAVOS TEÓRICOS 
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CAPfTULO IV 
COMPORTAMENTO NÃO-LINEAR VA ESTRUTURA IMPERFEITA: ANALISE 
VE RESULTADOS TEORICOS 
IV. 1 - IMPLEMENTAÇÃO NUMtRICA VE CALCULO 
As equaçoes não-lineares ( III .14) do capítulo an-
terior foram resolvidas numericamente, com o auxílio do comput~ 
dor Burroughs 6700 do Núcleo de Computação Eletrônica da UFRJ, 
utilizando-se a linguagem de programação FORTRAN-IV. 
A figura (IV.l) ilustra o algoritmo de Newton-
Raphson, com incremento de parâmetro de controle de carga ou de~ 
locamento, utilizado na solução do sistema de equações não-lin~ 
ares (III.li+), para a obtenção dos caminhos de equilíbrio para 
cascas imperfeitas. 
Na tabela (IV.l) estão definidas as principais 
variáveis utilizadas no diagrama de fluxo da figura (IV.l). 
IV. 2 - ANALISE VOS RESULTADOS TEORICOS 
Os resultados teóricos, que serao apresentados a 
seguir, são para as geometrias e características elásticas de ci 
lindros enrijecidos indicados na tabela (IV.2). 
-Nesta tabela os cilindros tipo B sao modelos ex-
perimentais de aço de alta resistência e o de tipo A1 de araldi 
te. A casca C1 e apenas um modelo idealizado com geometria par-
ticular, que se usará mais adiante em uma análise paramétrica. 
Os primeiros resultados, ilustrados nas figuras 
(IV.2) a (IV.4), referem-se ao cilindro de geometria A1 da tabe 
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PA PI E 
Fig. Ill. l - Diagrama de fluxo poro a algoritmo de Newton-Raphson. 
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TABELA IV.l - DEFINIÇAO DAS VARIÁVEIS DO DIAGRAMA DE FLUXO 
DE NEWTON-RAPHSON DA FIG. (IV.l) 
VARIÁVEL D E F I N I ç A o 
F Vetor de Resíduos numa dada Iteração -
u Vetor das Incógnitas -
J Matriz Jacabiana do Sistema de Equações -
Pe Parâmetro de Controle numa Etapa 
(Carga ou Deslocamento) 
l\P Valor do Incremento do Parâmetro de Controle p numa Etapa 
p Valor máximo do Parâmetro de Controle 
max Empregado 
Número da Etapa de Incremento do Parâmetro e 
de Controle p 
l Número de Controle das Iterações numa Etapa 
LIM Limite de Iterações numa Etapa 
uº Vetor de Inicialização de u - -
llU Vetor Incremento de u (li u = - ;J - If) - - -
E Precisão Adotada para a Convergência 
Pº Valor Inicial Adotado para o Parâmetro de 
Controle p 
N Número de Equações Não-Lineares 
K Parâmetro de Controle de Iterações 
TABELA (IV.2) - GEOMETRIA E CARACTERfSTICAS ELÁSTICAS DAS CASCAS 
CILÍNDRICAS ENRIJECIDAS ANALISADAS 
hp t. 
IDENTIFICAÇÃO R/h ,Q,/R C/h h /h N ( nm) (KN /nm2 ) 
p s p s 
B2 
280 .o 1.56 8.1 1.0 20 0.81 210. O (ref.2) 
B4 
280.0 0.76 8.1 1.0 20 0.81 210.0 (ref. 2) 
Al 
112.0 3.51 9.4 0.6 10 0.62 3.0 (ref.l) 
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CAMINHOS OE EQUILIBRIO 
DA SOLUÇÃO e Il[, e ) 
i, = < 1 - v• 1 a I E 
[ 
z ] 1/2 '1'=2 odl-\11 
2 4 





hp /ha ' 0.6 
( n , p ) ' ( 2, 5 ) 
5 6 7 
-• Waz ( X 10 ) 
CURVA 1 - ã,th, = o (PERFEITO) 
CURVA 2 - ã, /hp = 0.006 
CURVA 3 - õ, / hp = 0.0:5 
CURVA 4 - ã, /hp = 0.1:5 
CURVA 5 - ã,th, = 0.26 
CURVA 6 - ã, /hp = 0.5 
CURVA 7 - ã, /hp = 1.0 
CURVA 1 - ã, 1n, = 1.5 
Fig. N. 2 - Caminhos não- lineares de equilíbrio. Solução ( 111.8) 
da casca A1. 
• 5 7. 
Essas figuras mostram a influência da interação, 
entre modos de deformação e imperfeições iniciais, nas respostas 
não-lineares para o cilindro imperfeito e a correlação destas com 
a resposta pós-crítica não-linear para o cilindro perfeito. 
A figura (IV. 2) mostra projeções dos caminhos não-
lineares, associados aos modos assimétricos (III.8), sobre o pl~ 




é a amplitude radial do modo assimétrico. Observa-se que a 
carga crítica, para o nível de enrijecimento adotado, e apenas 
50% da carga crítica clássica da casca isotrópica. Além disso, 
o caminho perfeito de equilíbrio (curva 1) tem curvatura positi 
va e, consequentemente, exibe um comportamento pós-crítico esti 
vel. As demais curvas são para o cilindro imperfeito e corres 
pondem a valores crescentes da amplitude radial a C=a 1 xR)no mQ 
1 
do assimétrico w 
02 
Quando as amplitudes 
simétrica são pequenas, correspondendo as 
da imperfeição as-a 
1 
curvas 2,3 e 4, as prQ 
jeções do caminho de equilíbrio, neste plano particular, apre-
sentam assintoticidade ã curva do caso perfeito (curva 1). No 
entanto, para amplitudes de imperfeição a1 maiores (curvas 5,6, 
7 e 8), as respostas tornam-se praticamente lineares, mostrando 
rigidez global crescente com o aumento da amplitude de imperfei 
ção a 1. Isto pode ser explicado pela predominância de efeitos que 
o enrijecimento tem sobre o comportamento dessas cascas. Nota-
se, com a equação de compatibilidade para v (eq.(III.9.b) doca s -
pÍtulo III), que imperfeições crescentes no modo assimétrico w
02 
predizem distorções relativamente grandes na geometria inicial 
dos enrijecedores. Deste modo, a rigidez estrutural inicial de-
pende essencialmente da energia de deformação torsional dos en-
rijecedores e esta, por sua vez, depende das mudanças de curva-
tura, os quais são funções lineares dos deslocamentos. Então, 
nos casos de amplitudes crescentes de imperfeitção no modo assi 
métrico w • seriam naturalmente esperadas relações carga x de 
02 
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t 1--~ 
Ponto critico 
flf = ( 1-11 2 ) CT/E 
\I' = 2 [cl 1-vª >] 112 
2 4 
1/ : 0.4 
N: 10 
1 /R : 3.51 
R /ho = 112 




CURVA 1 - SOl.UÇÃO (JII.8) , ã, Ih,= O (PERFEITO) 
CURVA 2 - SOLUÇÃO (fil.8), ã1 /h0 = 0.13 
CURVA 3- SOLUÇÃO (fil.10), ã1th, =·õ2 th,=O (PERFEITO) 
CURVA 4 - SOLUÇÃO (fil. 10), ã1 Ih,= Õ2 / h, = 0.13 
7 
Fie. N.3- Caminhos não- lineares de equilíbrio - geometria da casca A 1 . 
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As figuras (IV.3) e (IV.4) mostram a influência 
da interação existente entre os modos assimétricos e axissimé-
tricos, de solução combinada (III.10), sobre a resposta não-li 
near para o cilindro enrijecido A1. 
A figura (IV.3) mostra diferenças existentes en-
tre respostas não-lineares obtidas com soluções nas formas (III.10) 
e (III.8). Nesta figura as curvas n9 1 (caso perfeito) e n9 2 
(caso imperfeito) correspondem a soluções (III.8) e as curvas n9 
3 (caso perfeito) e n9 4 (caso imperfeito) a solução combinada 
(III.10). 
A figura (IV.4), por sua vez, mostra os caminhos 
de equilíbrio da solução combinada (III.10), correspondentes a 
vários valores de amplitudes de imperfeições axissimétrica a2 e 
assimétrica a . 
1 
Nota-se, como nos casos analisados anteriormente 
na figura (IV.2), que todas as curvas das figuras (IV.3)e (IV.4) 
exibem comportamento não-linear estável. 
Porém, como mostra com maior clareza a Fig. IV.4, 
para os modos combinados (III.10), as respostas não-lineares o-
-correm com maior perda de rigidez do que aquelas associadas a 
solução assimétrica (III.8), desde que sejam admitidos acrésci-
mos de imperfeições consideráveis apenas no modo axissimétrico 
w 
O 3 
Por outro lado, se as amplitudes do modo assimé-
trico w são acrescidas, o comportamento exibido é quase li-
02 
near e idêntico àqueles observados anteriormente na figura (IV. 2 ); 
isto e ilustrado na figura (IV.4) pela curva traço-ponto n9 6. 
O que fica claro com as figuras (IV.3) e (IV.4) 
e a importância da inclusão dos modos axissimétricos Cu , v , 
O 3 O 3 


















SOLUÇÃO DOS CAMINHOS 
DE EOUILIBRIO (Dl. 10) 
1 1 - v2 1 cr I E 
... = 2 [e 1 1 - \I' 1 ]'12 
2 4 
ã, Ih,= 111 /~=0 ( PERFEITO 1 
a,th, = a,th,=0.013 
a, 1 h, = a,th, = 0.1;, 
ã 1/ h, : 0.13, ão Ih,= 0.26 
ã,/hp = 0.13, ã2 /h, = 1.0 


























lf= ( 1-112 1 a/E 
~: 2 [cc( 1-112 )] I/Z 
4 6 8 
•! 
U 01 (x10 1 
Fig. Ilf.5- Projeçao no plono ( 0/'fl x uo,} dos cominhos de equillbrio 
- geometria do casco A1 . 
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Com o incremento.da amplitude de imperfeição ra-
dial axissimétrica a2 C=a 2 xR) na figura (IV.4), a rigidez es-
trutural diminui em estágios iniciais de deformação sob carga 
crescente. Para amplitudes dessa imperfeição de ordem da espes-
sura da casca (a 2 =h ),a curva n9 5 mostra que esta redução ini-p 
cial é substancial. 
A figura (IV.5) mostra as projeções dos mesmos 
caminhos de equilíbrio das figuras (IV.3) e (IV.4) sobre o pla-
no ( cj,/'l1) 
serva-se 
bre este 
x u , onde u é o encurtamento axial adimensional.Ob 
OI O 1 
que todas as curvas são coincidentes e, portanto, so-
plano particular, a resposta não-linear é independente 
da interação entre modos e imperfeições geométricas 
exibindo um comportamento linear bem definido. 
iniciais, 
Estudos análogos foram feitos também para os ci-
lindros enrijecidos tipos B (tabela (IV.2)) e os resultados ob-
tidos são apresentados nas figuras (IV.6) e (IV.7). Essas fig~ 
ras mostram as respostas 
plano particular (cj,/'l1) x 




Observa-se novamente nesses casos um comportame~ 
to não-linear estável. Mas as interações existentes entre modos 
e imperfeições geométricas iniciais, de solução combinada (III.10) 
produzem respostas não-lineares que, em relação àquelas corres-
pondentes a solução assimétrica (III.8), apresentam um menor 
ganho de rigidez. Este tipo de comportamento é menos acentuado 
no caso da casca mais curta (B.4 da figura (IV.7)), a qual tem 
carga crítica superior à clássica para o cilindro isotrópico. 
A diferença existente entre as respostas das so-
luções (III.8) e (III.10) aumenta consideravelmente com o aumen 
to de amplitude radial do modo assimétrico w , comportamento es 
02 -
te também observado na geometria tipo A1, estudada anteriormen-
te. 
Com a finalidade de avaliar se a imposição analÍ 
tica de modos circunferenciais, contendo apenas uma meia - onda 
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~-Ponto crítico 
-= 11-11 2 1 a/E 
\l :0.29 
N: 20 
l/R : 1.56 
R/hp: 280 
C/ho = 8.1 
[ 
2 ] 1/2 
f/1= 2 "'' 1-11) 
h,/h,: 1.0 
(n,pl:(2,10) 
0.4 0.8 1.2 1.6 
CURVA 1 - SOLUÇÃO (lll.8) , ão/ hp• O (PERFEITO) 
CURVA 2- SOLUCÃO (fil.10), ão/h,,•O (PERFEITO) 
CURVA 3- SOLU(;ÁO (llI:.8), a1/h0•0.1 
CURVA 4- SOLUCÃO (lll.10), Õo/hp• Õ2/h,• 0.1 
2.0 2.4 
-• Wo2 (x 10 l 
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-= (1-11ª1 a/E 
,, = 2 [e.! 1- 11ª1] "ª 
0.5 1.0 1.5 2.0 
'l: 0.29 
N = 20 
1 /R: 0.78 
R/h, = 280 
C/ h0 • 8.1 
ho/ho = 1.0 
(n,p)=(2,10) 
2.5 3.0 3.5 
Wor ( X 10"1 1 
CURVA 1 - SOLUÇÃO (m.8), ã,/hp= O (PERFEITO) 
CURVA 2- SOLUÇÃO (lll.10), ã 1/h0 = ã2/h,•0 (PERFEITO) 
CURVA 3- SOLUÇÃO (m.e), c,/hp• 0.1 
CURVA 4- SOLUÇÃO (m.,o), c,/h,• ã2/h,•O.l 
Fig. Ill. 7 - Cominhos nõo - lineores de equilíbrio - geometria cio cosco 84 . 
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to pós-crítico da casca, analisa-se a seguir o modelo particu-
lar C1 da tabela (IV.2). 
A geometria deste modelo é tal que o numero de 
enrijecedores e igual ao dobro do número de ondas circunferen-
ciais críticas, obtidas com a casca isotrópica (isto é, sem en-
rijecedores), associadas a duas meias-ondas axiais (n=2) e a car 
ga crítica mínima. Neste caso particular, a locação dos enrije-
cedores coincide com os nós do modo crítico circunferencial e a 
adoção na análise teórica de uma meia-onda entre enrijecedores não 
implica, então, em nenhuma imposição modal severa. 
A figura (IV. 8) mostra os comportamentos estáveis 
para os casos perfeitos e imperfeitos do modelo de casca enriJ~ 
cida C1; nota-se que o acréscimo de imperfeições no modo axissi 
métrico causa neste modelo acentuada perda de rigidez inicial. 
Mas o que deve ser aqui enfatizado e a mudança de comportamento 
pós-crítico: é bem sabido que esta casca, se isotrópica (sem e~ 
rijecedores), teria comportamento instável, caracterizado por 
rigidez negativa, mas a inclusão dos enrijecedores mesmo que bas 
tante esbeltos - causam, sem imposição modal severa, uma inver-
são de comportamento para estável, caracterizado por ganho de 
rigidez em estágios avançados de deformação. 
A influência de variação do nível de enrijecime~ 
to, sobre a carga crítica e estabilidade pós-crítica, é mostra-
da na figura (IV.9), para a geometria da casca C1. Observa-se 
que o aumento de largura dos enrijecedores (C/hs crescente) pr~ 
voca reduções substanciais da carga crítica, muito embora a es-
tabilidade de estados críticos e pós-críticos (associada à cur-
vatura dos caminhos de equilíbrio) permaneça praticamente inal-
terada. 
grande 
Estas reduções de carga crítica 
espaçamento entre enrijecedores, cujas 
sao devidos ao 
características 
torsionais influenciam sobremaneira a capacidade de carga e o 
comportamento estrutural dessas cascas; isto foi discutido ante 
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I' = 2 [ct(l-11 2 1] I/Z 
4 8 12 16 
CURVA 1 - Õ1/h,: O , Õz/h,' O (PERFEITO) 
CURVA 2 - õ, /h0 : 0.004 , Õz/ h 0 : 0.004 
CURVA 3 - Õ1/hp: 0.08 , Õ2/h0 : 0.08 
CURVA 4- Õo/hp•0.08 Õz/h,=0.5 
CURVA 5 - Õ, / h 0 : 0.08 , Õ2/ hp = 1. O 
V , 0.3 
N ' 12 
L/R , 4.5 
R/h,, 224 
hp /h0 ' 1.0 
C/h0 ' 10· 
( n, p ) , ( 2 ,6 l 
20 24 
Fio. Ill.8 - Caminhos não- lineares de equilíbrio. SOluçõo (Jll..10) para o 
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Fig. Ill".9- Cominhos de equili'brio. Solução (fil. 10) poro vários votores do 
reloçõo de esbeltez do enrijecedor e/ h1 , poro o oeometrio 
do cosco e,. 
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Pode-se observar ainda que a diminuição de enri-
jecimento (C/h
8 
decrescente) produz acréscimo de carga crítica 
para valores que tendem à carga crítica clássica de casca iso-
trópica. Nestes casos de níveis de enrijecimento bastante pequ~ 
nos, o grau de estabilidade (dado pela curvatura da resposta no 
ponto crítico) sofre também alguma redução. No caso limite, qu~ 
do C/hs + O, a casca se torna isotrópica e seu comportamento pÓ~ 
crítico não-linear é instável, sendo isto ilustrado na figura 
(IV.9) pela curva tracejada. 
CAP[TULO V 
O PROBLEMA VA BIFURCAÇÃO SECUNDÁRIA 
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V - O PROBLEMA VA BIFURCAÇÃO SECUNDÁRIA 
V. 1 - Condiç.ã.o de Equ.Ll'.1b1tio C1tl:tic.o 
O campo de deslocamento na bifurcação e assumido 
na forma incremental, 
u = u + u (V·. l) 
-O -1 
onde u e uma das soluções (III.8) ou (III.10) de caminho funda 
-o 
mental imperfeito, obtido das equações (III.14) eu e 
- 1 
agora a 
satisfaz forma de solução admissível para a bifurcação, a 
as condições de contorno e de compatibilidade de 
qual 
deslocamentos. 
A energia potencial total na forma expandida, em 
termos do campo incremental de deslocamentos u , pode ser escri 
- 1 
ta com (III.5) na forma análoga a expansao (B.11) 
+ V2 Cu,•>+ ... (V.2) 
- 1 
onde cada parcela V. (u , •) contém todos os termos de i-ésimo 
J_ - 1 
grau em u. 
- 1 
A condição de estacionaridade no ponto crítico ou 
de bifurcação é expressa pela equação variacional, 
o V, Cu,•>= o 
- 1 
(V. 3) 
para toda variação (o) admissível do campo incremental de deslo 
camentos u . 
- 1 
A equaçao variacional CV. 3) fornece um conjunto 
de equaçoes diferenciais de equilíbrio crítico e, da solução do 
problema de autovalor resultante, são obtidos os parâmetros de 
carga crítica ou de bifurcação, •min = •b e os modos críticos as 
. 71. 
sociados u = u b" 
-1 -1 
de equilíbrio 
feito no ponto 
u = u b. 
-O -O 
!<1b 
A figura (V.l) ilustra a bifurcação dos caminhos 
ocorrendo ao longo do caminho fundamental 





IMPERFEITO DE ECUIL(BRIO 
---PONTO CRITICO OU OE 
81 FURCAÇÁO 
CAMINHO PÓS- CRÍTICO 
OU PÓS- BIFURCAÇÃO 
OE EQUILÍBRIO 
Fig. "fl..1- Bifurcação de caminhos de equilíbrio. 
Nessa figura, os caminhos de equilíbrio encontrai:g 
se projetados sobre o plano C 0 x uj), onde u j é uma componente 
particular do campo de deslocamento u. 
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V.2 - Fo1tma do.6 Modo.6 de B..i.óuJtc.aç_ão Sec.undã1t..i.a 
A forma de solução de equaçao variacional (V.3) 
para o painel e 
u = u 
1 p 1 
cos mq i; sen 2 p B 
V = V 
1 p l 
sen mq i; cos 2 p B (V.4-.a) 
w = w 
l p l 
sen mq i; sen 2 p S 
a qual atende às condições de contorno de apoio simp1.es em E; = O, À 
e, sendo anti-simétrica com respeito à geratriz média do painel, 
S = O, provoca um "salto dinâmico" de um estado deformado ini-
cial para um estado deformado final, de maneira análoga ao que 
ocorre no caso de arcos abatidos sob cargas radiais Q4-]; este 












FUNDAMENTAL ( UMA MEIA- ONDA 










BIFURCAÇÃO ( DUAS MEIAS-ONDAS 
CIRCUNFERENCIAIS ENTRE 
ENftlJECEDOR ES) 
Fig. Tl. 2 - Número de ondas circunferenc,ais do caminho fundamenta 1 
e da bifurcação. 
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A correspondente forma de solução para o enrije-
cedor, satisfazendo às condições de compatibilidade descritas na 
seção (II.2) do capítulo II, é 
u = o ,s 
v = (-V + 2b W) sen mq ( 
l S 1 1 
(V. 4.b) 
w = o 
IS 
onde b = p(Ç-E) 
V. 3 - Func.iona.l de. Ene.Jtgia.: FoJtma. I nc.Jte.me.nta.l Q.ua.d1téi:t:ic.a. V 2 
A forma incremental quadrática V2 do funcional de 
energia do sistema imperfeito, em termos do campo de deslocamen 
to incremental u, é escrito, de maneira análoga às 
- 1 
(B.13.C) e (B.14.C) do apêndice B, como 
V2<u,cf>)= 1 
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M' > -P 
> 
+ < E2 Nº o M2 > + < 1 M' > + < 2 > + < Xs ' Xs ' ?;s ' '-s -s -S -s 
-expressoes 
(V.5) 
Mº j R2dçd( 
-S 
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onde os tensores generalizados~' 0, ~ e M sao definidos como 
no apêndice B e<,> representa o produto interno de tensores;os 
super-Índices 0,1 e 2 definem respectivamente os estados funda 
mental e incrementais linear e quadrático e os subÍndices p 011 s 
designam painel ou enrijecedor. 
Na montagem do funcional de energia (V.5) tem-
se que, para o painel, as relações deformação-deslocamento do 
estado fundamental imperfeito são as definidas pelas expressões 
(III.2) e as relações deformação-deslocamento incrementais li-
neares e quadráticas, incluindo imperfeições iniciais, sao res 
pectivamente dadas por 
E 
1 = U 1 + (w' + W1 ) W 1 
/; l o l 
(V.6.a) 
l 1 [ u. v' Cw' w' )w (w~ + ;::;· )w. J E B /; = + + + + 
2 l l o 1 l 
E2 1 • 2 = w B 2 l 
E2 1 w' 2 (V.6.b) = i; 
2 1 
2 1 w' E B /; = w 
2 1 1 
Analogamente para o enrijecedor, as relações de-
formação-deslocamento do estado fundamental imperfeito são da-
das pelas expressões (III.3) e as incrementais lineares e qua-
dráticas, incluindo imperfeições iniciais, são respectivamente, 
dadas por, 
E
1 = w* + (v* + v*) v* 
Ç l O 1 
El = u' + ( v' + v' i v' i; l o l 
l 
E Ç /; = 
1 
[ u~ + w' + ( v'' 2 
E2 1 = -i; 
2 
2 1 












. 7 5. 
(V.7.a) 
+ v''' )v' + ( v' + v' l 
V~ J l o 
(V.7.b) 
e permanecem inalteradas e definidas no apêndice B, as mudanças 
de curvatura dos estados fundamental e incremental (B.7.d) do pai 
nele (B.8.d) do enrijecedor, assim como as relações para re-
sultantes de tensão (B.10.a) no painel e (B.10.b) no enrijece-
dor. 
V. 4 - E qu.açÕ u de E q u.-<-llb!t-<-O C1tI:tú2-o 
Utilizando a forma (V.4) para os modos de bifur-
-caçao e a forma (III.8) ou (III.10), para os modos do caminho 
fundamental de equilíbrio na montagem do funcional de energia 
(V. 5), a equação variacional (V. 3) fornece um conjunto de 3 equ~ 
çÕes lineares de equilíbrio crítico em termos da amplitudes(U, 
l 
V, W) dos modos de bifurcação (V.4). 
l l 
Essas equaçoes lineares sao: 
• 7 6. 
[n 2q 2 + 2(1-v)p 2 ]U + (l+v) m p q V 
l l 
+ [-v m q + n 
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mn 22 
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) + 1 cS 
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r 2 3 J - \) s w o l 2 l 03 mn 4 mn 
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mnq 2 0
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l 03 1 O 3 mn 
(V.8.a) 
(V.8.b) 
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[-vmq + nm
2 q 3 d 
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1 + a (4 p 2 +m 2 q 2 ) 2 + 4 p 2 (w + v u ) 
01 01 
V 
+ m2q2(u +vw ) + 1 (2+ó ) (p4 + 1 m2n2q4) g,, 
01 01 2 mn 4 w 
1 + 
8 
p 2q 2 (4n 2+ m2 ) (2-6 ) f + 8µ [p2 (w + vu ) mn 01 ,Oo 
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2 o 1 o 1 
4 
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I + n 2 Cr + 1 (1-v)s 
2 1 2 2 
u 
1 
. 7 8. 
+ 2 mn 6 Cr fw mn 1 2 
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(2 + õ 2 ) + npq (-pu + 2 nq s w ) o m n 03 · 1 03 mn 
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onde as variáveis, ainda nao definidas anteriormente, nas equa-
çoes (V.8.a-c) são encontradas no apêndice A. 
Uma solução não-trivial para o sistema linear ho 
mogêneo das equações (V.8.a-c) existe se, e somente se, o dete~ 
minante da matriz dos coeficientes desse sistema for nulo. O me 
nor valor de~' para o qual esta condição é satisfeita, é opa-
râmetro de carga de bifurcação secundária, ~min = ~b' obtido ao 
longo do caminho fundamental imperfeito de equilíbrio da solu-
ção (III.8) ou (III.10). 
CA PfTU LO VI 
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CAPfTULO VI 
ALGUNS RESULTADOS TEÓRICOS VE CARGAS VE BIFURCAÇÃO SECUNVÃRIA 
VI. 1 - Con6lde~a;âe6 Znlclal6 
Os resultados teóricos, apresentados a seguir, 
são válidos para geometrias e características elásticas dos ci-
lindros classificados na tabela (IV.2) do capítulo IV. 
Para os cilindros tipo B e c1 não foram encontra 
das cargas de bifurcação secundária, na forma dos modos (V.4), 
ao longo dos caminhos de equilíbrio apresentados no capítulo IV. 
Deve ser lembrado ainda que, tanto para as cascas tipo B quan-
to c1 , as cargas críticas obtidas foram próximas (~c / 1 ~ 1) 
da carga crítica clássica da casca isotrÓpica, havendo, portan-
to, na resposta não-linear destes cilindros, interação confirm~ 
da entre deformações elásticas local e global, estudadas no ca-
pítulo II. 
Por outro lado, o modelo de casca A1 , tendo ose~ 
rijecedores esbeltos e bastantes espaçados e com característi -
cas torsionais que influenciam sobremaneira o comportamento dos 
painéis cilíndricos, permitiu uma análise satisfatória de car-
gas de bifurcação secundárias, na forma dos modos adotados. 
VI. 2 - Anâll6e de Ruu.Ltado6 Teâ~lc.06 
As figuras (VI.l) a (VI.3) e a tabela (VI.l) 




A figura (VI.l) mostra a influência da amplitude 
assimétrica, a 1 , sobre a cárga de bifurcação secundária, ~b/1, 
ocorrendo ao longo de caminhos imperfeitos de equilíbrio, asso-
ciados aos modos (III.8), para diversos valores de n9s. de semi 
ondas longitudinais de bifurcação, m. Observa-se que o parame-






CAMINHOS DE EQUILi'BRIO 
DA SOLUÇÃO ( 111. B l 
2 
lllb= (1-11) (J'b/E 
. 8 2. 
'f: 2 [•( 1-112)] l/Z 










a, (x 10 mm) 
Fig. lll. 1 - Oepêndencio do coroo de bifurcoçõo secundaria com o ampli-
tude de imperfelçõo radial õ1 • 
• 8 3. 
imperfeição a 1 , para todos os valores de m analisados. 
A tabela (VI.l) contém valores de ~b/1 para di-
versas amplitudes de imperfeição a1 , ocorrendo ao longo de ca-
minhos imperfeitos associados aos modos combinados (III.10). Tan 
to nesta tabela quanto na figura (VI.2), manteve-se fixa a rel~ 
ção entre imperfeições, a1 /a2 = 10, exceto para o caso perfeito 
em que a 1 = a2 = O. 
Tabela VI.l - Cargas de Bifurcação Secundária, ~b/1, para cami-
nhos de Equilíbrio de modos Combinados (III.10). 
-
a1 O.DOO 0.040 0.080 0.120 0.160 0.200 (mm) 
m VALORES DE ~b/1 
5 0.420 - - - - -
6 o. 436 0.476 0.612 0.898 1.267 1. 780 
7 0.460 0.517 o. 572 0.681 O. 763 0.844 
8 o. 490 o. 545 0.626 0.680 0.735 0.790 
9 0.517 0.626 0.681 0.708 0.749 o. 804 
10 º· 585 0.694 o. 722 0.776 o. 803 0.830 
Observa-se aqui também, ao longo de caminhos im-
perfeitos associados aos modos combinados (III.10), que o para-
metro crítico de bifurcação secundária, ~/~, aumenta com a am-
plitude de imperfeição a1 , para todos os valores de m analisa-
dos, exceto quando m=5, onde se encontra cargas de bifurcação, 









lllb = ( 1 - IJ ) Clii/E 
"' = 2 ["' e 1 - 11' 1 J '12 
o 4 8 12 
------- SOLUÇÃO (llf.8) 
------ SOLUÇÃO (Ilf.10) 
COM ã, / Õ2 • 10 
16 
11 = 0.4 
N = 1. O 
l/R=3.51 
R/hp = 112 
C/h1 = 9.4 h,11,. = 0.6 
(n,p l = ( 2,5) 
20 . 24 
- ·• 01 ( 1 10 mm) 
Fig. 1ZI.2 - Influência do amplitude de imperfeiçõo radial ã 1 no coroo de 
bifurcação secundário normalizado, {6b/lfl 
. 8 5 • 
para 
longo 
A figura (VI.2) faz comparaçoes entre resultados 
parâmetros críticos de bifurcação secundária, ocorrendo ao 
de caminhos de equilíbrio nas formas (III.8) e (III.10). 
As curvas são válidas para n9s. de semi-ondas longitudinais m=6 
e 7 e para variações da amplitude de imperfeição assimétrica,a1 • 
Observa-se que o parâmetro crítico de bifurcação secundária , 
~b/~, para os modos secundários (V.4), obtidos ao longo de cami 
nhos imperfeitos associados a solução (III.8), tornam-se bem in 
feriores àqueles correspondentes aos modos combinados (III.lO)à 
medida que a 1 aumenta e para todos os valores de m analisados. 
Este comportamento, já esperado, deve-se ao fato 
de que modos combinados (III.10) produzem, relativamente aos m~ 
dos assimétricos (III.8), respostas não-lineares com 
da de rigidez inicial, envolvendo portanto uma maior 
maior per-
restrição 
ao desenvolvimento de deformações torsionais nesses modos combi 
nados. Este comportamento é ainda, como comentado anteriormente, 
mais acentuado para acréscimos de imperfeições axissimétricas. 
A figura (VI.3) mostra a influência do parâmetro 
semi-largura do enrijecedor, y(=C/R), no parâmetro de carga de 
bifurcação, ~b/~. As curvas mostradas nessa figura sao: 
A) CURVA 1 - Bifurcação primária da casca perfeita na forma dos 
modos antimétricos (V.4); 
B) CURVA 2 - Bifurcação primária da casca perfeita na forma dos 
modos complexos (II.2.15) do capítulo II, que são desenvolvi 
dos no apêndice C; 
C) CURVA 3 - Bifurcação secundária na forma de modos (V.4),oco~ 
rendo ao longo de caminhos imperfeitos (III.8), 
a 1 = O.OS mm, é mantida constante. 
sendo que 
furcação 
Com as curvas 1 e 2, deve-se observar que a bi-
primária (curva 1) para a casca perfeita ocorre pa-
ra níveis de cargas muito próximos àqueles associados a bifure~ 
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4 8 12 16 20 24 28 
CURVA 1 - BIFURCAÇÃO PRIMARIA NA FORMA ( V.4) 
CURVA 2 - BIFURCAÇÃO PRIMÁRIA NA FORMA (II.2. 15) 
r= C/R a ( ló') 
CURVA 3- BIFURCAÇÃO SECUNDÁRIA NA FORMA (V.4) COM Õ1/hpe 0.13 
Fig. Yl. 3 - Influência do parâmetro semi - largura r do enrijecedor no cargo 
de bifurcação normalizada 0b/'I'. 
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Essas curvas referem-se a cascas tendo valores fi 
xos para N= 10, 9,/R= 3. 51, R/h =112 e a are a total da seção tr~ p 
versal da casca, ~ = 471. 57 mm 2 • A análise é válida para n = 2 
em= 6, estando o modelo de casca A1 , indicado na figura pela 
linha tracejada vertical, y ~ 0.14. 
Observa-se na figura (VI.3) que, para valores de 
y < 0.10, o parâmetro de carga crítica de bifurcação, 
aumenta consideravelmente em todas as curvas analisadas 
~b / ~. 
(~b/~ > 1.0), indicando, portanto, que as características tor-
sionais de enrijecedores menos esbeltos não dominam mais ares-
posta não-linear dos painéis cilíndricos. Nesses casos, é mais 
adequada a análise da estabilidade elástica global, conforme mos 
trada no capítulo II, para obtenção de cargas de bifurcação. 
Por outro lado, para valores crescentes de y> 0.10 
as características torsionais dos enrijecedores esbeltos come-
çam a ter influência dominante como fator de redução de cargas 
de bifurcação e esta redução se acentua com o crescimento de y; 
isto pode ser observado em todas as curvas da figura (VI.3). 
Nota-se ainda nesta figura.que, na região de 
y > 0.10, todas as curvas mostradas se aproximam entre si, indi 
cando que nessa região haverá interação entre modos primários e 
secundários. 
f importante, portanto, que se conheça a faixa de 
valores de y onde ocorre proximidade entre pontos de bifurcação 
primária e secundária, pois em uma análise não-linear haveria a 
necessidade de inclusão de modos secundários (V.4) nas soluções 
(III.10) e também a inclusão de imperfeições geométricas na fo~ 
ma de modos dominantes de (V.4). Seria possível, então, a ocor-
rência de pontos limites ao longo de caminhos imperfeitos de eq~ 
lÍbrio, analogamente ao comportamento observado em arcos abati-






Estudos sobre a estabilidade elástica local e gl~ 
bla em cilindros enrijecidos foram feitos no presente trabalho. 
O efeito causado por modos axissimétricos, inte-
ragindo com os modos assimétricos clássicos, foi considerado n~ 
ma análise não-linear, a qual inclui também imperfeições iniciais 
na forma dos modos dominantes. 
Em consequência dos desenvolvimentos analíticos 
apresentados, algumas observações importantes podem ser feitas: 
A) - As respostas não-lineares obtidas, para geometria e modos 
analisados, foram todas estáveis; 
B) - No entanto, embora o comportamento observado fosse sempre 
estável, as cargas críticas teóricas encontradas foram, p~ 
ra certas geometrias, bem inferiores às associadas a casca 
isotrÓpica; 
C) - Os 
de 
. . . 
principais 
bifurcação 
fatores de influência na redução das cargas 
(primária e secundária) são o nível de esbel 
tez e espaçamento dos enrijecedores. Foi mostrado que tal 
combinação de fatores têm efeito dominante sobre o compor-
tamento estrutural destes cilindros; 
D) - A solução proposta de modos combinados (III.10) produziu re~ 
postas não-lineares que, mesmo sendo estáveis, apresentam 
perda de rigidez inicial e sensibilidade a imperfeições mais 
acentuadas coque aquelas associadas à solução de nodos as 
simétricos (III.8); 
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E) - A diferença existente entre respostas não-lineares param~ 
dos combinados (III.10) e para modos assimétricos (III.8) 
se acentua à medida que as deformações na casca aumentam; 
F) - As cargas de bifurcação secundári.a, ocorrendo ao longo de 
caminhos não-lineares na forma de modos combinados (III.10), 
foram superiores àquelas obtidas com os modos assimétricos 
(III.8); este fato é devido principalmente ao efeito causa 
do pela componente axissimétrica na combinação de modos 
(III.10): embora a inclusão dessa componente modal produza 
perda substancial de rigidez inicial, ela implica também, 
devido a sua própria forma, em uma restrição a deformações 
torsionais dos enrijecedores, dificultando assim uma possi 
vel configuração de bifurcação dos painéis cilíndricos na 
forma dos modos (V.4). 
Como contribuições para pesquisas futuras sobre 
o assunto, algumas considerações dentro do contexto do presente 
trabalho podem ser delineadas: 
1) - A interação não-linear entre modos de deformação, já que 
resultando em perda de rigidez estrutural, deve ser leva-
da em conta em análises futuras, as quais poderão explorar 
os efeitos de acoplamento com outros modos não considera -
dos no presente trabalho. 
2) - Eliminação da imposição analítica de uma meia-onda circun-
ferencial entre enrijecedores (p = N/2) na forma dos modos 
(III.8) ou (III.10); para isto, e em virtude da grande co~ 
plexidade de cálculos existentes, deve-se recorrer a méto-
dos de integração numérica de resolução, para a obtenção de 
caminhos de quilÍbrio; 
3) - Possibilidade de inclusão de modos secundários (V.4) inte-
ragindo com a forma de modos combinados (III.10) numa aná-
lise não-linear, incluindo também imperfeições em todos e~ 
ses modos. Isto permitiria a investigação de uma possível 
ocorrência de pontos limites ao longo de respostas não-li-
. 91. 
neares dessas cascas. Durante a fase final de desenvolvi·-
menta do presente trabalho, tomou-se conhecimento da refe-
rência [4]. Nessa referência é mostrado, através de es-
tudo de um modelo particular, que a inclusão de modos secun 
dários numa análise não-linear imperfeita pode levar real -
mente ã obtenção de pontos limites, indicando nesses casos 
instabilidade. 
4) -Nos casos, como os das cascas tipos B e Cl analisadas, on-
de não foram detectadas bifurcações secundárias, 
necessária uma investigação de plastificação local. 
torna-se 
Com o 
comportamento elástico estável, mesmo para estágios avança-
dos de deformação, é natural se supor que o colapso ocorre-
rá eventualmente por mecanismos plásticos; isto tem sido 
observado experimentalmente [i] 
Finalmente, pode-se concluir de forma geral que 
o presente trabalho, além de tornar um pouco mais claro o com-
portamento não-linear de cascas enrijecidas longitudinalmente 
sob compressão axial,fornece alguns subsídios para pesquisas 
posteriores sobre a interação entre a instabilidade local e gl~ 
bal, que ocorre para essas cascas, assunto este ainda pouco es-
tudado, mas de grande interesse atual. 
APÊNDICE A 
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APÊNVICE A 
LISTAVAS VARIÁVEIS E EXPRESSÕES AUXILIARES EMPREGAVAS 
NO VESENVOLVIMENTO VAS EQUAÇÕES 
f = w ( a +w / 2) 
O 2 1 O 2 
f = a + w 
1 O 2 
f 2 = a 2 + 2 f 
W 1 
gw = f2 w + f 
(-1)]. r b]. d ç i=l,2,3,4 s . = ; ]. 2y y 
y = C/R 
b = p(ç-sl 
i-1 =(-1) (s. 1 v ].- 02 
s. f ) ; ]. w i=l,2,3,4 
1 v2 fw + f r = - - s V s 2 1 2 02 1 02 2 






d = w + a 
02 03 2 
+ s 
2 
d =w d +a w 
11 02 02 1 03 
d = w (d +a) 
12 03 02 2 
1 v3 3 v2 f r = - s 
3 l 2 02 2 l 02 
1 v3 + 3 r = s s 
3 2 2 l 02 2 2 
1 
v 2 f r = - - s V 
3 3 2 
02 W l 02 
f = f + (1-v) ª2 /2 
l 
l 
o se m#n 
o = 
mm 
1 se m=n 
. 9 4. 
V f - S 
O 2 W 3 
f 
+ s V02gW - s g w 2 3 
v 2 f + - s V 02gW s 02 W 3 
2 gw + s g 2 
(operador 
Delta de Kronecker) 





ENERGIA POTENCIAL TOTAL NA FORMA INCREMENTAL: 
A VARIAÇÃO TOTAL VE ENERGIA 
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APENVICE B 
ENERGIA POTENCIAL TOTAL NA FORMA INCREMENTAL: 
A VARIAÇÃO TOTAL VE ENERGIA 
B. 1 - ESTAVOS AVJACENTES VE EQUILfBRIO 
Considerando-se o campo de deslocamentos descre-
vendo uma configuração vizinha a fundamental na forma 
u = u + UI 
-O 
(B.l) 
onde u e a solução fundamental e uI a solução incremental cine 
-O 
maticamente admissível, as correspondentes deformações especÍfi 
cas E e mudanças de curvatura i ficam, 
( B. 2) 
0 = XO + XI 
e as resultantes de tensão associadas, 
( B. 3) 
onde em (B.2) e (B.3) os super-Índices O e I referem-se aos cam 
pos fundamental e incremental respectivamente. 
Com a transformação (B.l) a variação total de 
energia potencial, ocorrendo entre o estado fundamental e um es 
tado adjacente de equilíbrio, pode ser escrita na forma expandi 
da 
( B. 4) 
onde cada 
u 1 e suas 
parcela V . ( u I , q,) 
1. -
derivadas e cujos 
-çoes 
V1 (u1 +u''') = V 1 ( U1) + 
V2Cu 1+ui') = V 2 ( U1) + 
V3 Cu1 +u''') = V, Cu1) + 
. 9 7. 
contém os termos de i-ésimo grau em 
funcionais V. satisfazem as rela-
1. 
V1(ui•) 
V1 1<u1 ,u•'•) + V2 (ui•) ( B. 5) 
V21Cu1,u;') + V12 <;:1 ,;:'') + V3 (u'') 
nas expressoes (B.5) o primeiro Índice inferior de V denota o 
grau dos termos em u 1 e o segundo, os graus dos termos em u*. 
B. 2 - TEi\lSORES DE DEFORMAÇÃO E RESULTANTES VE TENSÃO 
Usando super-Índices i=D,1,2 para representar re_§_ 
pectivamente os estados fundamental, incrementais linear e qua-
drático e denotando, através dos subÍndices p ou s, as compone~ 
tes associadas ao painel ou enrijecedor, as deformações especí-
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e as resultantes de tensão, analogamente, como 
Ni { l N~, l } = NS, NS!; -P 
Nl { Ni l l } = N !; ' Nç!; -S ç ' 
(B.6.b) 
Mi { l M~, i } = MS' MS!; -P 
Mi { i l l } i=0,1,2 = Mç, MI;' Mç!; -s 
B.3 - COMPONENTES VOS TENSORES VE DEFORMAÇÃO 
çao 
l 
~ ' -nel sao 
e 
As diversas compone_ntes dos tensores de deforma-
c'.l; i=0,1,2, definidas nas expressões (B.6.a) paracpa_i 
dadas por ~ 2] 
o 
ES = V o 




1 + w + o 2 
+ 1 w' z 
2 o 
(u, + v' o 





(B. 7 .a) 
. 
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E2 = I; 
2 


















; X1; = w"/R o 
x' = w"/R B 1 x' = w"/R I; 1 
x2 = x2 




Analogamente, par•a o enrijecedor [?o] , 
o w''' 1 v~·:2 EÇ = + o 2 o 
o u' 1 v' 2 E/; = + -o 2 o 
o 1 ( u'' + w' + v' v''') E Ç /; = 













1 = u' + v' v' S I O 1 
1 1 ( ui, + w' E Ç S = 
2 1 1 
E: 2 1 v1: 2 = ç 
2 1 
E2 1 v' 2 = -i; 2 1 
2 1 v:·, v' E Ç S = -
2 1 1 
o v'°"'' IR o Xi;; = Xr; o = 
XI = v>'<i,IR 
ç 1 
; XI = 
' 










+ v' o 
o 
XI;; i; = 
V'') 
1 
v'''' IR o 
v'' 1 IR 
1 
onde os operadores de derivação são definidos como, 
( ) • = a 
as 
( ) 1 = a 
ª' 




( B. 9) 
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B.4 - COMPONENTES VOS TENSORES RESULTANTES VE TENSÃO 
As componentes dos tensores resultantes de ten-
M1; i = 0,1,2, definidos pelas relações (B.6.b) para 
o painel são [1 o] 
i 
2D(l-v) Xs1; i=0,1,2 
e, de modo análogo, para o enrij ecedor [? o] 
i 
211 K (1-v) l Nçi; = E: ç !; 
Ml 11 3 D 




M~ = n3 D <x~ + v x~) 
i 
= 2n 3 D ( 1-v ) x ç i; ; i=0,1,2 
onde K =Eh /(l-v 2 ) é a rigidez extensional do painel e, p 
D= K h 2 /12, a rigidez flexural e os super-Índices i=C,1,2 den~ 
p 
tam respectivamente os estados fundamental, incrementais linear 
e quadrático. 
B.5 - FORMA INCREMENTAL VA ENERGIA POTENCIAL TOTAL 
Para relações cinemáticas não-lineares quadráti-
cas, o funcional de energia potencial total será de grau quárti 
coem '.:1 1 (solução incremental) e a forma expandida (B.4) pode ser 
reescrita como, 
V(u + u ,cj,) ~ V (u ,cj,) + V (u ,cj,) + V (u ,cj,) + V (u ,cj,) + 
-O -1 O -O l -1 2 -1 3 -1 
+V(u,cj,) 
4 - l 
(B.11) 
onde u eu sao as soluções cinematicamente admissíveis respe~ 
-o -1 
tivamente dos estados fundamental e incremental. 
As contribuições de energia de funcional (B.11) 
sao definidas como, 
V (u ,cj,) = voP (u ,<P) + V <:10,cj,) o -o -o os 
e (B.12) 
v. (u ,<P) = vjp (u ' <P ) + v. (u '<P ) j=l,2,3,4 J - l -1 JS - 1 
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onde os subÍndices p e s referem-se ao painel e ao enrijecedor 
respectivamente. 
Nos funcionais de energia (B.13) e (B.14),que s~ 
rao apresentados a seguir,~= (l-v 2) cr/E é o parâmetro de carga 
e<, > denota o produto interno de tensores. 
Para o painel cilíndrico, as contribuições de e-
nergia do funcional (8.11) sao, 
V eu , ~) 
IP - 1 
V eu , ~) 
2p - 1 
o s , 
-P 
> + < 
fÀ fBo 
+ K ~ u' R2d8di'; op 
o -Bo 
1 1: /::, [' o N1 s 1 = s , > + < 2 -P -P -P, 
+ < o M1 > + < 1 Mº > J R2d8d( ~, -p ?\p, -p 
+ K rr ~ o -Bo u' IP R2d8di'; 
1 1: 1::, [, sº N2 > + < si = 2 -p, -P -p, 
+ < s2 uº > + < o M2 > + < 1 
-p' -p ?\p, -p ?\p , 
+ < 2 Mº >] R
2d8di'; ?\p, -P 











/À /So V,p (::1, cj,) 
1 
[< E 1 N2 E2 N1 = > + < > -P -P -P , -P 2 o -So 




N2 > + < X 2 
-P -P 
Analogamente, para o enrijecedor tem-se, 
vos ( u ' cj,) 
1 r: L [, EO Nº > + < o = ts -O 2 -s -s 
+nKcj,/À/y u' R2 dçdi; os 
o -y 
> J R2 d8di; 
(B.13.e) 
Nº > + 
-s 
(B.14.a) 
+ < xº M 1 ..... s ' ..... s > + < Xi -s > J R 2 dçdi; 





V25 (u , <j,) = 
- l 
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N2 > + < E:1 
-s -s 
N1 > + < E:2 
-s -s Nº > -s 
o M2 + < X -s , -s > + < Xi Mi > + < X2 l'f >] R2di3di; ...., S ' ...., S ...... 5 ' -s 
+ < 
N2 > + < E:2 
-s -s 
Xi M2 > + < X2 M1 >] Rzdçdc ""s ' ""s -s ' -s \> 
v,, ,~. • ,, • : r L 
o 







2 >] R2dçdi; -s 
(B.14.e) 
APÊNVICE C 
CARGA CRÍTICA LOCAL VO 
CILINVRO ENRIJECIVO PERFEITO 
.107. 
APtNVICE C 
CARGA CRfTICA LOCAL VO CILINVRO ENRIJECIVO PERFEITO 















2 2 2 
onde í\ õ
8 
são operadores diferenciais lineares e 'v 4 = (Ds+íi8) . 
As condições de contorno apropriadas para a cas 
cas simplesmente apoiada sao: 
u' + v(v + w) = v = w = w = w'' + vw = O 
1 1 1 1 1 1 1 1 
em t; = O, À 
• 11 
v = w = v" = w = O em €;=O, À e B = S
0
• 
1 1 1 1 
e por compatibilidade na junção painel-enrijecedor, B = 
u = o 
1 
w = o 
l 
(C.2) 
s : o 
v + w + vu' 






. " - 2 (1-v) w 
1 
.10 8. 
+ T] Y [ Cl Tl 2 
+ T] Y { Cl Tl 2 
+ q, 
c [ E v'; 













• TI 1T 
1 
<e. 3 l 
A solução 
çoes de contorno (C.2) e 
-na forma (II.2.15) que atende as condi 
as condições de simetria é 






A2 k sin q ~ sen k S 
sin -q ~ cos k s 
-q = n q (C.4) 
Substituindo (C.4) no problema de autovalor(II.2.17) 
e assumindo urna solução não-trivial para as constantes 
A. (j = 1,2,3) e para valores K. (i=l, ... ,4), os coeficientes 
J l 







\f' • = 
J l 











q_ ( k~ - vq 2) 
l 
(k~ + q2)2 
l 
q2 Cv+2) + k~ 
l 
(k~ + q2)2 
l 
l = 1, ... ,4 
e onde k. (i=l, ... ,4) sao as raízes positivas da equaçao, 
l 
Assim, a solução (C.4) pode ser reescrita na forma, 
4 
u = - cos q ~ I 'l' . A. cos k- B 




sen q ~ l 
i=l 
4 
'l' . k. A. cos k. B 
21 l 3l l 
w = - sen q ~ l A. 
iP i=l ,i 
cos k. B 
l 
e e. s) 
<e. 6) 
e e. 7) 
e e. s) 
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Agora, substituindo (C.8) nas condições (C.3),o~ 
tem-se um conjunto de 4 equações lineares para os coeficientes 
A . (i=l, ... 4), respectivamente dadas por, 
3l 
' 











I A . { cos k. so ( '!' k. i=l 3l l 2l l 
2 
+ \) q 
+ n Y q ( '!' 
2l 
+ E) sen k. S 





3l { a cos 
2 
k. S (v q2 + k.) 




q' - •e]] = 







+ E2 + L)(a n2 
3 




q2 - (/> ) 
c 
(C.10.d) 
Assumindo inicialmente um valor para(/> e obtendo 
para cada n e k. (i=l, ... ,4) uma soluç~o n~o-trivial para osis 
l 
tema de equações (C.10.a-d),a carga crítica(/> corresponde ao 
c 




Para finalizar, cumpre observar que 
(C.7) são complexas, sendo que os modos 
as raízes k, 
l 
(C.4) apre-
sentam, portanto, contribuições de parte real e imaginária dos 
k .. 
l 
LISTA VE SÍMBOLOS 
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LISTA VE SfMBOLOS 
A matriz de problema de autovalor 
AT - areada seção transversal da casca enrijecida 
A. - amplitudes de modos de deformação - (eq. C.4) 
l 
As - razão de rigidez extensional ortotrÓpica,= Ks/K 




amplitudes de imperfeição não-dimensionais, = "a.IR 
Bs - razão de rigidez flexural ortotrÓpica,= Ds/D 
Bsi3 - razao de rigidez torsional ortotrõpica 
c semi-profundidade do enrijecedor 
Cs constante de parâmetro torsional 
2 
D constante de rigidez flexural,=Kh /12 p 
ds profundidade do enrijecedor, = 2c 
D 
s profundidade não-dimensional do enrijecedor, = 
Ds - rigidez flexural axial ortotrÕpica 
Dsi3 - rigidez torsional ortotrópica 
Ds,Di3-operadores diferenciais lineares 
e
8 
excentricidade do enrijecedor 





h espessura do painel cilíndrico 
p 
h espessura do enrijecedor 
s 
K rigidez extensional, = Eh /(l-v 2 ) 
p 
kç - rigidez extensional axial ortotrópica 
k n9 de ondas circunferenciais - eq. (C.4) 
i comprimento do cilindro 
m n9 de semi-ondas longitudinais dos modos (V.4) 




,Mç,MSç - componentes de momentos do tensor ~p 
M tensor de momentos do enrijecedor 
-S 
Mç, Mç,MÇç - componentes de momentos do tensor ~s 
n n9 de semi-ondas longitudinais dos modos (III.8) ou 
(III.10) 
N n9 de painéis ou enrijecedores (par) 
~p tensor de esforços demembrana do painel,= (N
8
,Nç, NSç) 
N8 , Nç, NSç - componentes de esforços de membrana do tensor ~p 
N 
-S 
Nç, Nç,NÇç - componentes de esforços de membrana do tensor ~s 
p n9 de ondas circunferenciais de (III.8) ou (III.10),= N/2 
q parâmetro constante,= li/À 
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q - parâmetro da eq. (C.4),= nq 
Q - matriz de problema de autovalor de estabilidade global. 
R - raio do cilindro 
Rp raio não-dimensional do cilindro,= R/hp 
ss - espaçamento entre enrijecedores,= 2I!R/N 
S espaçamento não-dimensional entre enrijecedores,=s /R s s 
u - campo de deslocamento dividido por R, = Cu, v, w) 
u - campo de imperfeições geométricas iniciais,=(u, v, w) 
u -o 
campo de deslocamento do estado fundamental,= (u,v,w) o o o 
u 
- 1 
campo de deslocamento do estado incremental,= Cu,v,w) 
1 1 1 
u ,u ,u ,v ,v ,w 'w ,w 
01 02 03 02 03 01 02 03 
solução (III.10) 
U , V , W - amplitudes dos modos (V. 4) 
1 1 1 
V energia potencial total 
amplitudes dos 
de deformação da 
V
0
, V, V , V, V - componentes fundamental, linear quadrática 
1 2 3 4 
v, v , v , v , v , v 
O 2 3 4 
cúbica e quártica da energia potencial to-
tal, respectivamente. 
contribuições de energia potencial de 
estrutura imperfeita. 
~V variação da energia potencial total,~ V +V +V +V 
l 2 3 4 
x coordenada axial. 
.116. 
y coordenada circunferencial 
z coordenada radial 
z excentricidade ortotrópica do enrijecedor s 
Z excentricidade não-dimensional ortotrópica do enrijecedor s 
z IR 
s 
Z parâmetro de Batdorf, = Q, 2 [ 1 - v 2 J 1h /Q, hp 
2 2 
a constante adimensional , = h / 12 R 
p 
B angulo circunferencial,= Y/R 
S - semi-ãngulo de abertura entre enrijecedores,= TI/N o 
y semi-largura não-dimensional do enrijecedor,= c/R 
õ operador variacional 
ºmm - operador delta de Kronecker 
E - excentricidade adimensional do enrijecedor, =e /R 
s 
Ê - parâmetro de perturbação 
E - tensor de deformação específica do painel 
-P 
EB Es EBs - componentes de deformação específica do tensor :p 
E tensor de deformação específica do enrijecedor -s 
, =(Eç' Es' EÇs) 
Eç' Es' Ess - componentes de deformação específica do tensor ~s 
ç coordenada radial não-dimensional,= z/R 
.11 7. 
-n razao entre as espessuras do enrijecedor e painel 
, - h Ih 
s p 
À comprimento não-dimensional de cilindro,= t/R 
µ constante adimensional,= ny/S
0 
v coeficiente de Poisson 
~ coordenada axial adimens ional , = x/ R 
o tensão axial 
o - tensão axial crítica c 
o cm - tensão axial critica mínima 
ob tensão crítica de bifurcação 
o tensão crítica clássica do cilindro isotrópico 
cp 1; 
, =Eh / R [ 3 ( 1-v 2 ) ] 2 
p 
ºcs tensão crítica torsional do enrijecedor 
,=k E h 2 /c 2 (1-v 2 ) 
s 
2\p - tensor de curvaturas do painel , = ( Xs, XV Xs ~) 
x6 , X~, Xsc; - componentes de curvatura do tensor 2\p 
2\s - tensor de curvaturas do enrijecedor,= <xz;, X~, Xz;c;) 
Xz;, Xc;, Xz;c; - componentes de curvatura do tensor 2\s 
~ parâmetro de carga,= o(l-v 2 )/E 
~c - parâmetro de carga crítica 
~b - parâmetro crítico de bifurcação 
.118. 
parâmetro de carga clássico de painéis cilíndricos 
, - 2 [ a C 1-v 2 ) J 112 
2 2 2 
V4 operador bi-harmônico, = ( D/; + í\3) 
Símbolos 
(~) vetor ou tensor 
(-) imperfeições 
a = --( )' - operador de derivação em I; 
d I; 
( ) operador de derivação em S a = -
as 
a 
= C ) operador de derivação em ç 
aç 
<,> produto interno 
fndices: 
b referente a bifurcação 
c quantidade crítica 
cm quantidade crítica mínima 
I estado incremental generalizado 
p referente ao painel 
s referente ao enrijecedor 
S concernente ao direção circunferencial 
relativo a direção axial 
.119. 
Ç referente a direção radial 
o estado fundamental 
1 estado incremental linear 
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